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国际 数学 奥林匹克 与 奥林匹克 数学 ( 代 序 ) 


数学 是 锻炼 思维 的 体操 ,以 数学 为 内 容 的 竞赛 已 有 悠久 的 历史 , 在 公元 16 世纪 意 大 
利 的 Tartalia 和 Cardano 曾 以 解 一 元 三 次 方程 为 内 容 进 行 过 激烈 的 竞赛 . 在 9 世纪 ,法 国 
科学 院 等 也 曾 以 悬赏 的 形式 征求 对 数学 难题 的 解答 ,通过 有 奖 比 赛 而 得 到 重要 的 数学 
发 现 . 

国际 数学 奥林匹克 的 权威 人 士 认为 ,以 激发 数学 才能 和 引起 数学 兴趣 为 目的 ,中 学 
生 自 愿 参加 的 数学 竞赛 ,是 从 匈牙利 开始 的 . 

1894 年 ,著名 数学 家 、 物 理学 家 L. Eotr6s 男爵 就任 旬 牙 利 文化 大 臣 . 从 这 一 年 起 ,使 
开始 了 为 选拔 有 数学 才能 的 学 生 的 国家 考试 . 开始 命名 为 Eotros 况 赛 ,后 来 又 以 对 这 一 
竞赛 做 出 了 贡献 的 J. Kurschak 的 名 字 命名 ,这 一 竞赛 对 匈牙利 的 数学 发 展 起 了 很 重要 
的 作用 . 后 来 很 多 有 成 就 的 数学 家 都 曾 是 这 一 竞赛 的 优胜 者 ,例如 :1897 年 的 优胜 者 利 波 
特 。 费 叶 尔 , 在 伟 立 叶 级 数 的 可 积 性 理论 方面 做 出 了 许多 出 色 的 工作 . 1898 年 的 优胜 者 
忒 奥 多 耳 ， 冯 ， 卡 门 是 著名 的 应 用 力学 家 和 工程 师 , 对 航空 和 航天 技术 的 发 展 有 过 卓越 
的 贡献 . 1903 年 的 优胜 者 阿尔 伏 瑞 德 。 哈 尔 提 出 了 哈 尔 测 度 . 马赛 尔 ， 黎 斯 是 1904 年 的 
优胜 者 ,在 泛 函 分 析 中 提出 黎 斯 凸 性 定理 . 而 1912 年 的 优胜 者 咱 波 尔 * 基 格 ,他 和 波 利 
亚 合 著 的 《分析 中 的 定理 和 问题 ) 至 今 仍 享有 盛名 . 

继 匈牙利 之 后 ,罗马 尼 亚 于 1902 年 由 《数学 杂志 ) 组 织 过 数学 竞赛 . 在 以 后 的 30 年 
中 再 没有 其 他 国家 系统 举办 过 重大 的 类 似 活动 ,直到 匈牙利 数学 竞赛 造就 的 大 师 们 纷纷 
登台 的 时 候 ,欧洲 其 他 国家 才 睁 开 惊奇 的 目光 ,产生 了 浓厚 的 兴趣 ,并 争 相 效仿 . 

1934 年 ,前 苏联 在 列宁 格 勒 ( 今 圣 彼 得 保 ) 大 学 举办 中 学 生 数学 奥林匹克 ,首次 将 中 
学 生 的 数学 竞赛 与 体育 竞赛 的 奥林匹克 相提并论 ,把 这 种 活动 命名 为 “数学 奥林匹克 ”. 

1949 年 ,保加利亚 举办 了 数学 竞赛 . 

1950 年 ,波兰 举办 了 数学 竞赛 . 

1951 年 ,捷克 斯 洛 伐 克 举 办 了 数学 竞赛 . 

1956 年 ,中 国 举办 了 数学 竞赛 . 

1958 年 ,印度 举办 了 数学 竞赛 . 

此 后 还 有 前 东 德 .瑞典 (1961) 、 越 南 、 前 南斯拉夫 、 荷 兰 、 古 巴 .意大利 (1962)、 蒙 古 、 
卢 森 保 (1963) .西班牙 (1964)、 英 国 ,芬兰 .阿根廷 .比利时 (1965)、 以 色 列 (1968) .加 拿 
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大 、 希 膳 (1969) 、 前 西 徳 (1970) .澳大利亚 (1971)、 美 国 (1972) 等 国 举办 了 数学 竞赛 . 

事实 表明 ,20 世纪 50 年 代 以 来 ,世界 各 地 的 这 股 举办 中 学 生 数 学 竞赛 的 热潮 , 它 既 
为 国际 数学 奥林匹克 (IMO) 的 诞生 准备 了 条 件 , 又 为 世界 数学 奥林匹克 的 发 展 提供 了 
动力 . 

1956 年 ,经 罗马 尼 亚 罗 曼 教 授 的 积极 活动 ,东欧 国家 正式 确定 了 开展 国际 数学 奥 林 
匹克 竞赛 的 计划 . 并 在 1959 年 7 月 在 罗马 尼 亚 古都 布 拉 索 举行 了 第 一 属国 际 数 学 奥 林 
匹克 竞赛 .保加利亚 ,捷克 匈牙利、 波兰 和 罗马 尼 亚 各 派出 了 由 8 名 学 生 组 成 的 代表 队 ， 
前 苏联 (实际 是 莫斯科 ) 派 出 了 4 名 学 生 组 成 的 代表 仆 . 以 后 几 年 ,参赛 的 国家 并 未 增多 . 
在 1963 年 和 1964 年 ,南斯拉夫 和 蒙古 先后 加 入 ,1965 年 芬兰 加 入 ,1967 年 法 国 、 英 国 、 
意大利 和 瑞典 也 参加 进来 . 从 此 参加 的 国家 逐渐 增多 . 1971 年 共有 34 个 队 , 以 后 逐年 发 
展 ,2008 年 共有 103 个 国家 及 地 区 的 549 名 选手 参加 了 第 49 届 IMO. 

随 着 世界 各 地 各 级 各 类 数学 竞赛 活动 的 莲 勃 开展 ,对 数学 奥林匹克 竞赛 的 试题 的 研 
究 也 悄然 兴起 . 国际 数学 奥林匹克 的 发 展 使 得 竞赛 的 试题 也 形成 一 定 的 规范 : 它 不 再 限 
定 在 各 国 高 中 数学 的 范围 ,而 更 多 的 是 一 般 中 学 不 怎么 涉及 的 领域 ,如 初等 数论 ,组合 
论 .平面 几何 \ 不 等 式 等 方面 . 而 且 试 题 的 难度 不 在 于 了 解 和 解决 试题 所 需要 的 数学 知识 
的 多 少 ,而 在 于 对 数学 本 质 的 洞察 力 以 及 是 否 具有 创造 力 和 数学 的 机 智 ,试题 无 模式 可 
套 , 要 求学 生 探 索 思考 ,寻找 规律 . 

由 于 IMO 试题 的 上 述 特点 ,有 人 认为 IMO 试题 代表 的 是 一 种 特殊 的 数学 ,可 以 称 
为 “奥林匹克 数学 ”. 

对 于 数学 奥林匹克 活动 而 言 , 其 中 最 吸引 人 的 ,无疑 就 是 那 一 道道 闪耀 着 数学 智慧 ， 
散发 着 数学 美的 试题 . 

数学 大 师 华罗庚 教授 曾经 说 过 :出 题 比 做 题 要 难 ,题目 要 出 得 妙 ,出 得 好 ,要 测 得 出 
水 平 .一 次 数学 竞赛 成 功 与 否 ,主要 取决 于 命题 . 

基于 数学 竞赛 试题 的 重要 作用 ,对 竞赛 试题 的 研究 和 分 析 就 成 为 一 项 重要 的 工作 . 
为 加 强 交 流 学 习 , 开 阔 视 野 ,给 数学 奥林匹克 爱好 者 提供 学 习 的 源泉 ,我 们 特 组 织 编写 了 
“国际 数学 奥林匹克 题库 ”系列 丛书 . 

“国际 数学 奥林匹克 题库 ”汇集 了 国内 外 重大 数学 竞赛 的 试题 和 解答 . 这 些 竞 赛 试题 
构思 独特 ,新 颖 别致 ,灵活 深 痊 ,内 容 广 ,内 涵 深 . 解 这 些 题 不 仅 需要 扎实 的 基础 知识 和 基 
本 技能 ,也 需要 灵活 的 思维 和 坚强 的 毅力 . 因此 ,对 于 有 志 于 参加 数学 竞赛 的 同学 来 说 ， 
本 丛书 中 的 问题 是 不 可 或 缺 的 训练 材料 . 

“国际 数学 奥林匹克 题库 ”的 编写 也 是 对 国际 数学 竞赛 资料 的 一 次 大 整理 ,可 作为 各 
数学 竞赛 老师 的 一 份 重要 资料 ,作为 数学 爱好 者 了 解数 学 竞赛 的 一 个 窗口 . 

从 书 的 编写 过 程 中 ,我 们 参考 了 一 些 国内 外 的 资料 ,在 此 对 这 些 资料 的 作者 表示 
感谢 . 
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本 丛书 篇 幅 较 大 ,内 容 庞 杂 . 虽然 作者 仔细 认真 地 核查 多 遍 , 但 园 于 我 们 的 水 平 , 不 
当 乃 至 错误 之 处 铠 难 避 免 , 敬 请 读者 不 音 指正 . 请 将 您 的 意见 发 到 sxjszcbjb@163. com. 
或 至 网 站 :http://www.jsmaths. com 留言 . 


编 者 
2010 年 1 月 于 苏州 


数学 奥林匹克 在 加 拿 大 


加 拿 大 数学 奥林匹克 是 从 1969 年 开始 的 ,每 年 举行 一 届 , 到 2009 年 已 举办 了 41 届 ， 
前 四 届 每 次 竞赛 有 十 个 题目 ,后 来 减 至 七 八 个 题目 ,从 第 十 二 届 以 后 ,每 届 都 是 五 个 
题目 . 

近年 来 ,加 拿 大 数学 奥林匹克 每 年 均 在 三 月 下 旬 举 行 , 考 试 时 间 为 3.5 小时. 

本 书 收集 了 第 22 一 41 届 加 拿 大 数学 奥林匹克 (1990 一 2009) 的 试题 和 解答 ,并 在 附 
录 中 给 出 了 第 1 一 21 届 加 拿 大 数学 奥林匹克 (1969 一 1989) 的 试题 . 

加 拿 大 从 1981 年 开始 参加 国际 数学 奥林匹克 (IMO), 到 2008 年 为 止 ,他 们 参加 
IMO 比赛 28 次 , 共 得 金牌 16 枚 ,银牌 37 枚 ,铜牌 66 枚 ,荣誉 奖 16 个 . 他 们 的 团体 成 绩 
多 在 第 10 一 20 名 之 间 ,最 好 的 一 次 是 第 七 名 (1981 年 ). 加 拿 大 在 国际 数学 奥林匹克 竞赛 
中 的 具体 成 绩 参见 附录 2. 

本 书 中 的 一 部 分 试题 来 自 加 拿 大 数学 奥林匹克 的 官方 网 站 ,一 部 分 来 自 历年 国际 数 
学 奥林匹克 期 间 的 领队 交流 资料 ,还 有 一 部 分 来 自 国 内 一 些 期 刊 杂志 . 

本 书 中 的 解答 一 是 来 源 于 领队 交流 资料 中 的 官方 解答 ,二 是 来 源 于 作者 和 作者 辅导 
的 学 生 的 解答 ,还 有 一 些 来 源 于 国内 一 些 期 刊 杂 志 中 发 表 的 解答 . 在 此 ,对 这 些 资 料 的 提 
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一 、 加 拿 大 数学 奥林匹克 (1990 一 2009) 试 题 


第 22 届 加 拿 大 数学 奥林匹克 (1990) 


1 有 n(n 之 2) 名 选手 参加 一 项 为 期 & 天 的 比赛 ,在 每 天 的 比赛 中 ,选手 可 能 得 到 的 
分 数 为 1,2,3,…,n, 且 没有 两 个 人 的 得 分 相同 , 当 k 天 比赛 结束 时 ,发 现 每 名 选手 的 总 分 
都 是 26 分 . 试 确定 数 对 (n,k) 的 所 有 可 能 情况 . 


2 如 图 ,将 9 于 个 不 同 的 数 随机 排列 成 一 个 三 角 数 阵 ， 并 
类 
设 M, 是 从 上 往 下 数 第 行 中 的 最 大 数 , 试 求 M 一 M:<<… 一 ML の 
的 概 率 . ーー 
1990.2 图 


3 圆 内 接 四 边 形 ABCD 的 对 角 线 AC 与 BD 交 于 点 X, 由 X 向 AB、BC.CD、DA 
分 别 作 垂 线 , 垂 足 为 4 、B' 、C' 、D'. 
求证 :A'B "十 CD 一 A'D' 十 BC . 





4 一 个 质点 在 工 轴 上 的 运动 速度 最 大 为 2 米 / 秒 ,在 平面 其 他 地 方 的 运动 速度 最 大 
为 1 米 / 秒 . 试 求 该 质点 从 原点 出 发 在 1 秒 钟 内 所 能 到 达 区 域 的 边界 曲线 . 


5 已 知 定义 在 正 整数 集 上 的 函数 了 满足: 
f(D)=1,f(2)=2, 
flnt2)=fnt2—f ntl) + fntl—f(n)) (nD). 
(1) 求 证 :0 志 f(n 二 1) 一 f(n) 筷 1, 并且 当 f(n) 为 奇数 时 ,f(n 十 1) 二 了 (n) 十 1; 
(2) 试 求 适合 /(n) 二 2* 十 1 的 所 有 的 值 ,并 证 明 你 的 结论 . 


2 加 拿 大 数学 奥林匹克 题解 





第 23 届 加 拿 大 数学 奥林匹克 (1991) 


1 证 明 方程 
デキ アーデ 
有 无 穷 多 组 整数 解 , 其 中 xyz 天 0. 


2 ?为 男 定 的 正 整数 , 求 出 所 有 具有 以 下 性 质 的 正 整数 的 和 :在 二 进 制 中 ,这 个 数 恰 
有 2n 个 数字 ,其 中 个 1,n 个 0( 首 位 数字 不 能 为 0). 


3 在 平面 上 , 设 C 是 一 个 圆 ,是 一 给 定 的 点 ,过 已 作 直线 交 C 于 A、B 两 点 .证 明 : 
所 有 弦 AB 的 中 点 在 一 个 圆 上 . 


4 从 数 集 {0,1,2,… ,14} 中 选 出 不 同 的 数 , 填 人 下 图 中 的 10 个 小 圆 中 ,使 得 由 线段 
连结 的 两 个 数 之 差 的 绝对 值 均 不 相同 . 这 可 能 吗 ? 请 证 明 你 的 结论 . 


1991.4 图 


5 如 图 ,大 三 角形 的 边 长 为 3, 由 图 中 过 各 交点 的 直线 所 成 的 平行 四 边 
形 的 个 数 人 





数 /( ヵ ). 


1991.5 图 


一 、 加 拿 大 数学 奥林匹克 (1990 一 2009) 试 题 3 





第 24 届 加 拿 大 数学 奥林匹克 (1992) 


1 证 明 :前 ”个 正 整 数 的 乘积 能 被 它们 的 和 整除 的 充 要 条 件 是 :” 十 1 不 是 一 个 奇 
素数 . 


2 已 知 z,y,z 之 0, 证 明 不 等 式 
ェ ( テ ー タ 2 二 y(yーs)" 学 ( テ ーs)( ッ ーs) (rt+y—z). 


并 确定 等 号 何 时 成 立 . 
3 ”如 图 所 示 ,ABCD 为 正方 形 ,U、V 分 别 是 边 AB、CD 内 部 的 。 有 
点 .确定 使 四 边 形 PUQV 面积 为 最 大 时 ,U.V 的 所 有 可 能 情况 . RS 
， 
4 解 方程 
4 | 
Ct 


1992. 3 图 
5 一 副 牌 有 2n 十 1 张 ,其 中 一 张 * 王 ”和 1,2,…,n 各 两 张 . 把 这 2 ヵ 十 1 张 牌 排 成 一 
行 , 使 得 王 ? 在 正中 间 , 且 对 每 个 人 A,1 拓 A 委 "两 张 上 之 间 恰 有 一 1 张 牌 . 当 m10 时 ,对 
怎样 的 n, 上 述 安 排 是 可 能 的 ,对 怎样 的 n, 上 述 安排 是 不 可 能 的 ? 


4 加 拿 大 数学 奥林匹克 题解 





第 25 届 加 拿 大 数学 奥林匹克 (1993) 
1 一 个 三 角形 的 3 条 边 长 及 一 条 高 是 4 个 连续 的 正 整 数 , 且 这 条 高 将 三 角形 分 成 
的 两 个 直角 三 角形 的 边 长 均 为 整数 . 求 这 个 三 角形 的 三 边 长 ,并 证 明 这 是 唯一 的 . 


2 证 明 :实数 是 有 理 数 的 充 要 条 件 是 :能 从 数列 z,z 十 1,z 十 2,… 中 选 出 3 个 不 
同 的 项 ,组 成 等 比 数 列 ， 


3 AA4ABC 中 ,AC 边 上 的 中 线 BD 和 AB 边 上 的 中 线 CE 相互 垂直 ,求证 :cotB 十 


2 
cotC 之 可- 


4 若干 个 学 校 参加 网 球 比赛 ,同一 学 校 的 选手 相互 不 比赛 ,每 两 个 学 校 的 每 两 名 选 
手 之 间 都 要 比赛 一 场 . 在 两 个 男孩 或 两 个 女孩 之 间 进 行 的 比赛 称 为 单打 ,一 个 男孩 和 一 
个 女孩 之 间 的 比赛 称 为 混合 单打 . 男孩 的 人 数 与 女孩 的 人 数 至 多 相差 1 ,单打 的 场 数 和 混 
合 单打 的 场 数 也 至 多 相差 1. 问 有 奇数 个 选手 的 学 校 至 多 有 几 个 ? 


5 数列 y ,y ,y ,满足 条 件 y = 一 1, 对 于 ょ >0, 有 


_ J2y, 车 为 偶数 
= {2 车 为 奇数 
_ 12y， 若 上 为 奇数 
a ts 若 上 为 偶数 


证 明 : 每 个 自然 数 恰 在 数列 y,，y; ,> ，… 中 出 现 一 次 . 


一 、 加 拿 大 数学 奥林匹克 (1990 一 2009) 试 题 


a 





第 26 届 加 拿 大 数学 奥林匹克 (1994) 


i 
1 求 和 ;> (一 0 二 二 1 
< ! 


2 求证 :V2 一 1 的 每 个 正 整 数 次 筹 都 具有 Vm 一 Vm 一 1 的 形式 ,其 中 m 是 某 个 正 整 
数 ( 例 如 (V2 一 1)? 二 3 一 2 V2 二 V9 一 V8). 


3 25 个 人 围 一 圆桌 而 坐 , 每 小 时 进行 一 轮 投票 . 每 人 必须 投 “ 赞 成 票 " 或 “反对 票 ”. 
每 个 人 都 按 下 述 规则 行事 :在 第 ” 轮 投 票 时 ,如 果 他 和 相 邻 的 一 人 投 同样 的 票 , 则 在 第 x 
十 1 轮 投 票 时 ,他 投 与 第 ” 轮 一 样 的 票 . 在 第 n 轮 投票 时 ,如 果 他 投 的 票 与 相 邻 的 两 人 都 
不 一 样 , 则 在 第 ヵ 十 1 轮 投 和 第 n 轮 不 同 的 票 . 求证 :不 论 在 第 一 轮 投 票 时 ,各 人 投了 什么 
票 , 总 有 一 个 时 刻 , 从 这 时 刻 起 ,每 个 人 在 每 一 轮 中 投 同样 的 票 . 


4 AB 是 圆 2 的 直径 ,P 为 不 在 直线 AB 上 的 一 点 .直线 AP 与 9 的 交点 为 A 和 U， 
直线 PB 与 9 的 交点 为 B 和 V( 注 意 ,在 切线 的 情况 下 可 能 有 A=U 或 B=V, 且 若 P 在 
圆 上 , 则 P=U=V). 设 i1PU|=s|PA1,|PV|=t1PB|,s,i 为 非 负 实 数 ,用 s,t 表示 
一 APB 的 余弦 值 . 


5 锐角 三 角形 ABC 中 ,AD 是 BC 边 上 的 高 ,H 是 线段 AD 内 任 一 点 ,BH 和 CH 
的 延长 线 分 别 交 AC、AB 于 下 和 下 ,求证 :人 EDH= 人 FDH. 


6 _ 加 拿 大 数学 奥林匹克 题解 





第 27 届 加 拿 大 数学 奥林匹克 (1995) 


1 设 f(z)= ,计算 和 


和 
1995 


Ds fOr: 


キバ 56 1996 


pn 


2 已 知 a,b,c 为 正 实数 ,求证 : 
a‘b'c' > 





3 如果 一 个 四 边 形 任意 一 对 边 不 相交 , 且 有 一 个 内 角 大 于 180 ,那么 
我 们 就 称 它 为 “ 镖 形 ”( 如 图 所 示 ). 设 C 是 一 个 凸 * 边 形 , 将 C 划分 成 4 个 四 
边 形 , 任 意 两 个 四 边 形 不 重叠 (也 无 空隙 ) , 设 其 中 有 5 个“ 镖 形 ”, 证 明 :q 之 6 
sー2 


ts 


1995.3 图 


4 设 n 是 一 个 固定 的 正 整 数 ,证 明 : 对 任何 非 负 整数 ,下 述 不 定 方程 
+ 二 
有 无 穷 多 个 正 整 数 解 (x, ,x2，*… ,zz,;y)， 


5 设 w 为 区 间 (0,1) 内 一 实 参数 ,定义 
(9 0 ティ 
プア) ニ 
1 CVr+ ロー の ロー の )* u<xz<1， 
数列 {u,) 如 下 递归 定义 : 
w= fC ,= fu) n>). 
求证 :一 定 存在 正 整 数 上 ,使 得 u 一 0. 


一 、 加 拿 大 数学 奥林匹克 (1990 一 2009) 试 题 7 





第 28 届 加 拿 大 数学 奥林匹克 (1996) 


1 如果 up,y 是 方程 也 一 z 一 1=0 前 要求 8 ++ 的 值 . 





1 一 8 
4 
+4 > 
4 
2 求 方程 组 生体 
中 
全 十 4 地 
的 所 有 实数 解 ,并 证 明 你 的 结论 . 


3 wyaz，a 是 正 整数 1,2,…,n 的 任 一 排列 . 设 f(n) 是 下 述 排列 的 数目 ,它们 满 
足 条 件 : 


て (16 デュ 15 
CDla;—ain lS2,i=1,2,.,n—1, 
试问 (1996) 能 否 被 3 整除 . 


4 已 知 等 腰 AABC 中 ,AB=AC,/ ズ BB 的 平分 线 与 AC 交 于 D, 且 BC=BD+AD， 
求人 A. 


5 设 记 ,re，…srm 是 给 定 的 加 个 正 有 理 数 , 且 史 ,一 1. 对 任意 正 整数 ,定义 
の ニー Blnnl. 


求 /(n) 的 最 大 值 和 最 小 值 . 
其 中 [Lx] 表示 不 超过 z 的 最 大 整数 . 


8 加 拿 大 数学 奥林匹克 题解 





第 29 届 加 拿 大 数学 奥林匹克 (1997) 


1 有 多 少 对 正 整 数 zx,y 满足 x 三 y 并 且 最 大 公约 数 (z,y) 一 5!, 最 小 公 倍 数 [z,y] 
一 501 ? 


2 闭 区 间 A 二 [0,50] 是 有 限 个 闭 区 间 的 并 集 ,这 些 区 间 的 长 度 均 为 1 ,证明 :可 以 从 
中 去 掉 一 些 团 区 间 ,使 得 剩 下 的 闭 区 间 互 不 相交 ( 即 交集 为 空 集 ), 并 且 总 长 度 过 25. 
7. 


3 求证 , ge こう 4 "6 "Ig98 44 





4 已 知 平行 四 边 形 ABCD 内 一 点 O 满足 ZAOB 十 COD= 180", 求 证 : 了 OBC 
ニー ン ODC. 


も She 
5 将 和 式 ーッ p っ pea 成ら S 的 形式 。 和 時 p(n) ,9(m) 是 的 整 系数 多 


7) 
项 式 . 





一 、 加 拿 大 数学 奥林匹克 (1990 一 2009) 试 题 9 





第 30 届 加 拿 大 数学 奥林匹克 (1998) 


1 求 满足 下 面 方程 的 实数 a: 


[外 [+ 的 ~ 


其 中 [z] 表 示 不 超过 x 的 最大 整数 . 
2 在 实数 范围 内 解 方程 


z= zー エ + ハー エー 
= ェ 


3 已 知 自然 数 "之 2, 求 证 : 


Los 1 
PEB MM 


1 
2 





1 1 1 
和 (二 

4 在 三 角形 ABC 中 , ズ BAC==40°, ズ ABC=60°,D 和 分 别 是 边 AC 和 AB 上 的 
点 ,使 得 ZCBD=40", 人 BCE 一 70",F 是 直线 BD 和 CE 的 交点 .证明 :直线 AF 和 直线 
BC 垂直 . 


5 ” 设 几 是 一 个 正 整数 ,数列 {a,} 定 义 为 ， 
as=0,a =m a =m a, — a nl1. 
证 明 ;一 个 有 序 非 负 整 数 对 (a,6) (其 中 a<6) 是 方程 全 直线 一 m 的 解 的 充分 必要 条 


件 是 (a,6) 具 有 (a,,a,+') 的 形式 ,其 中 n 宇 0. 





10 - 加 拿 大 数学 奥林匹克 题解 





第 31 届 加 拿 大 数学 奥林匹克 (1999) 


1 求 方程 4z 一 40[z] 十 51=0 的 所 有 实数 解 . 
这 里 [xz] 表示 不 超过 x 的 最大 整数 . 


2 已 知 正三 角形 ABC 的 高 为 1, 一 个 半径 为 1 且 圆 心 与 C 在 AB 同 侧 的 圆 沿 线段 
AB 滚动 . 
证 明 ; 该 圆 在 三 角形 ABC 内 的 弧 长 为 定 值 . 


3 ” 试 求 所 有 满足 方程 = Cd(m) ) 的 正 整 数 , 这 里 ( ヵ ) 表 示 ヵ 的 正 因数 的 條 数 . 


4 已 知 {a ,4s,… ar) 为 集合 S 一 {1,2,…,17} 的 一 个 8 元 子 集 . 

(| ?证明 :存在 正 整数 人 ,使 得 方程 a 一 a, 二 k(1<&i,j 专 8) 至少 有 三 组 不 同 的 解 

(iD) 给 出 一 个 7 元 子 集 , 使 得 对 任意 正 整数 人 ,方程 a, 一 a = 二 均 不 存在 三 组 不 同 
的 解 . 





5 非 负 实数 xy,s 满足 x 十 y 十 z 一 1, 求 证 : 





并 确定 等 号 成 立 的 条 件 . 


一 、 加 拿 大 数学 奥林匹克 (1990 一 2009) 试 题 11 





第 32 届 加 拿 大 数学 奥林匹克 (2000) 


1 中 午 12:00,Anne,Beth 和 Carmen 从 同一 地 点 沿 着 300 米 长 的 环形 跑道 跑步 . 
每 人 匀速 地 在 无 限 的 时 间 内 以 两 种 可 能 的 方向 奔跑 . 证 明 : 如 果 Anne 的 速度 不 同 于 其 他 
两 人 ,那么 在 以 后 某 一 时 刻 ,Anne 与 其 他 两 人 至 少 保持 100 米 远 的 距离 (这 里 “距离 "是 
以 离 二 者 较 近 的 弧 长 计算 的 ) 


2 数列 a ,es，…vam 是 整数 1901,1902,…2000 的 一 个 排列 . 定义 部 分 和 数列 
Si 一 al,S:z 一 4 十 4 oo 一 Qi 十 az 十 … 十 Qioo。 


若 数列 {S, } 中 每 一 项 S,(1sSis<100) 均 不 被 3 整除 , 则 满足 条 件 的 数列 {a,} 有 多 少 个 ? 


3 设 A 一 (avaz,…vaxoo) 是 一 个 整数 数列 ,其 中 we [一 1000,1000]. 若 ww 十 az 十 
… 十 azow 一 1, 求 证 :存在 4 的 一 个 非 空子 数列 ,其 和 为 0. 


4 西 四辺 形 ABCD 满足 
ZCBD=2ZADB, ZABD=2ZCDB.AB=CB. 
求证 ,AD=CD. 


5 已 知 实数 a ,as,…,aiw 满 足 


a=a= 





a 100, 


aita; + ta < 100. 
求 of 十 上 十 … 十 ai 的 最 大 值 ,并 求 出 达到 最 大 值 时 的 数列 a az ya 


12 加 拿 大 数学 奥林匹克 题解 





第 33 届 加 拿 大 数学 奥林匹克 (2001) 


1 给 定 整 系数 二 次 函数 f(z) ,满足 以 下 条 件 : 
(1)7(z) 的 各 系数 之 和 为 素数 ; 

(2 方 程 f(x) 二 0 有 两 个 不 相等 的 正 整数 解 ; 
(3) 存 在 正 整 数 *, 使 得 f(0) 一 一 55. 

(|i) 求证 :方程 f(x) 的 较 小 根 为 2; 

Cl ) 求 方程 f(x) 一 0 的 较 大 根 . 


2 将 一 10 到 10 填写 到 如 下 图 所 示 的 方 格 中 ,每 个 方 格 均 被 染 成 红色 或 白色 ,红色 
方 格 中 的 数字 之 和 为 n, 莫 林 把 一 个 代 币 放 在 方 格 0 上 ,她 扔 硬币 10 次 , 每 次 扔 出 人 头 ， 
就 把 代 币 向 右 移动 一 格 , 扔 出 字 , 就 把 代 币 向 左 移动 一 格 . 最 后 代 币 落 在 红色 方 格 上 的 概 


率 为 有 理 数 全 (ab 为 正 整数 ,6a,6) 一 19, 且 a 十 6 一 2001). 求 ”的 最 大 可 能 值 
Ei 7T-5—4- 3 24—10[112[3[4[5[617181910 























3 人 ABC 中 AC>AB、P 是 BC 的 垂直 平分 线 和 一 A 的 角 平分 线 的 交点 ,X 是 AB 
延长 线 上 的 点 ,Y 是 AC 上 的 点 ,并 且 PXLAB,PY1 4C,XY 和 BC 交 于 点 2 る: 求 叶 
的 值 . 


4 是 正 整数 , 现 有 一 和 矩 阵 ,其 各 元 素 均 为 正 整 数 ,对 这 个 矩阵 可 作 以 下 两 种 操作 : 

(a) 閣 某 一 行 的 元素 都 乗 以 ヵ ヵ 

(b) 将 某 一 列 的 元 素 都 减 去 

求 所 有 可 能 的 n 值 ,使 得 对 给 定 的 任何 矩阵 ,在 经 过 有 限 次 上 述 操 作 后 ,其 中 元 素 全 
部 变 为 0. 


5 半径 为 1 的 圆 上 三 点 P。 ,P,P; 满足 P,P:=: 一 2 ,定义 P; 是 人 AP-,P-:P-: 的 
外 接 圆 圆心 (i 之 3). 
〈i 证明 Pi,P; ,P,, Pi,… 共 线 ; 


(ID PiPi =z。Pi Pno 一 > 来 使 / 斑 是 整数 的 + 值 . 





@ ” 原 题 中 无 此 条 件 , 参 赛 同 学 给 出 了 两 种 不 同 的 解答 ,具体 参看 评注 . 


一 、 加 拿 大 数学 奥林匹克 (1990 一 2009) 试 题 13 





第 34 届 加 拿 大 数学 奥林匹克 (2002) 


1 集合 (1,2,…，,9} 的 子 集 S 满足 其 中 每 一 个 无 序数 对 的 和 均 不 同 , 例 如 :{1,2,3， 
5} 有 这 种 性 质 ,{1,2,3,4,5} 则 没有 ,因为 {1,4} 和 {2,3} 的 和 均 为 5. 问 S 中 最 多 含有 几 个 
元 素 . 


2 ”如 果 每 一 个 不 超过 正 整数 n 的 正 整 数 都 可 以 写成 的 不 同 因子 的 和 , 则 称 ”为 
“好 数 ”. 例如 6 的 因子 有 1,2,3,6. 因为 
1=1,2=2,3 一 3,4 一 1 十 3,5 一 2 十 3,6 一 6， 
所 以 说 6 是 “好 数 ”. 证 明 : 两 个 “好 数 ” 的 乘积 也 是 “好 数 ”. 


3 ”证明 :对 任意 正 实数 a,b,c, 有 


生 十 乞 十 所 > 十 bg 十 c， 
bc cg ap 


并 求 出 取 等 号 的 条 件 . 


4 已 知 DO 半 径 为 r,A,B 是 〇 O 上 不同 的 点 , 且 AB<V3r, 以 B 为 圆心 ,AB 为 半 
径 作 圆 交 @O 于 点 C. 忆 是 OO 内 一 点 ,AABP 为 正三 角形 ,CP 的 延长 线 交 @OO 于 点 Q. 
证 明 :PQ=r. 


5 已 知 N={0,1,2,…), 求 所 有 满足 下 列 条件 的 函数 f:N 一 N: 
zf WHYf T= (rt fr ty ). 
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第 35 届 加 拿 大 数学 奥林匹克 (2003) 


1 在 一 个 标准 的 时 钟 上 ,时 针 和 分 针 连 续 转动 . 设 m 是 整数 , 且 1< み 720. 当前 是 
12:00 过 mm 分 钟 ,时 针 和 分 针 的 夹 角 恰 为 1”, 试 确定 m 的 所 有 可 能 值 . 


2 求 2003””*” 的 最 末 三 位 数字 . 


3 求 不 定 方程 组 : 
デイ アキ ジー テオ キッ キャ 
デイ デー マー ティ ys 
的 所 有 正 实数 根 (z,y,z)， 


4 给 定 三 圆 有 公共 弦 AB,X 是 最 小 圆周 上 不 同 于 A 和 B 的 一 个 动 点 . 直线 AX 与 
另 两 圆 分 别 交 于 Y 和 Z(Y 在 X 和 Z 之 间 ). 


求证 :比值 税 不 随 动 点 X 的 位 置 而 改变 . 





5 S$ 基 平面 上 ヵ 个 不 同 的 点 组 成 的 点 集 . S 中 任意 两 点 距离 的 最 小 值 为 1, 证明: 存 
在 一 个 S 的 由 至 少 了 个 点 组 成 的 子 集 了 , 工 中 任意 两 点 至 少 相距 V3. 


一 、 加 拿 大 数学 奥林匹克 (1990 一 2009) 试 题 





第 36 届 加 拿 大 数学 奥林匹克 (2004) 


1 求 所 有 满足 方程 组 





的 三 元 实数 组 (zy,z). 


2 将 8 个 车 放 到 如 图 的 9X9 棋盘 中 ,使 得 这 8 个 车 互 不 攻击 
且 所 在 小 方 格 颜色 相同 , 问 共 有 多 少 种 不 同 的 方法 . 
(两 车 互 不 攻击 是 指 这 两 个 车 不 同 在 任何 一 行 或 任何 一 列 ) 


3 已 知 ,A、.B.C.D 是 圆 上 顺 次 四 点 ,上 且 AB<AD,BC>>CD， 
二 BAD 的 平分 线 交 圆 于 X ,人 BCD 的 平分 线 交 圆 于 Y, 在 由 这 六 个 


2004. 2 题 图 
点 构成 的 六 边 形 中 ,如 果 有 





条 边 的 长 度 相等 ,那么 BD 必 为 圆 的 直径 . 
4 已 知 户 是 奇 素数 ,证 明 : 


je 
er = ED od の)、 
A 2 


5 设 了 是 由 2004 呈 的 所 有 正 约 数组 成 的 集合 ,集合 S 満足 : 
(1)S 是 了 的 子 集 ; 


(2)S 中 任何 一 个 元 素 都 不 是 S 中 男 一 條 元素 的 倍 
求 S 中 元 素 个 数 的 最 大 值 . 
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第 37 届 加 拿 大 数学 奥林匹克 (2005) 


1 将 边 长 为 n 的 正三 角形 每 条 边 n 等 分 ,得 到 若干 个 单位 正三 角形 . 令 (nm) 表示 第 
一 层 的 小 三 角形 到 最 底层 正中 的 小 三 角形 的 不 同 路 径 数 . 每 次 移 
动 ,只 能 从 一 个 单位 三 角形 走 到 另 一 个 与 它 有 公共 边 , 且 与 其 在 
同一 行 或 在 其 所 在 行 下 面 一 行 的 单位 三 角形 中 . 同时 ,不 能 经 过 
同一 个 小 三 角形 2 次 或 2 次 以 上 . 图 中 给 出 了 n=5 时 的 一 条 路 
径 . 试 确定 /(2005) 的 值 . 


2 正 整 数组 (a,6,c) 满 足 a 十 刀 二 c*. 证明; 


i 2005.1 图 
Ci 〉( テ すす ) >8; 


2 


(ii ) 不 存在 整数 使 得 存在 (の 満足 ( と) =n. 


3 设 S 是 一 个 由 加 内 的 n(n 宇 3) 点 组 成 的 集合 .求证 : 

(1 ) 总 可 以 找到 S 中 的 三 个 不 同 的 点 a .bc, 使 得 存在 对 应 的 圆周 上 的 三 个 点 A、B、 
C, 満 足 < の 、c 分 别 是 S 中 离 A、B.C 最 近 的 点 ; 

(iD) 无 论 ”为 何 值 , 都 无 法 保证 找到 S 中 的 四 个 点 满足 (i ) 中 的 条 件 . 


4 记 人 ABC 的 周 长 .面积 和 外 接 加 半径 分 别 为 P .KR, 试 求 攻 的 最 大 值 


5 若 三 元 正 整数 组 (a,b,c) 满 足 
a<b<c,(a,b,c)=1 有 有 (a+bte) | (ao" 十 加 十 c")， 
则 称 (a,6b,c) 为 “ne 考 次 ”的 .例如 :(1,2,2) 是 “5- 竹 次 ”的 . 
(i ) 求 所 有 的 三 元 组 ,使 得 对 所 有 n 宇 1, 该 数组 是 “nr 知 次 ”的 . 
(ii) 求 所 有 的 三 元 组 ,使 之 是 “2004- 宪 次 "的 和 *2005- 寡 次 "的 但 不 是 “2007- 宕 
次 "的 . 
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第 38 届 加 拿 大 数学 奥林匹克 (2006) 


1 设 fln,k) 为 把 k 块 糖分 给 n 个 小 孩 , 且 使 每 个 小 孩 至 多 分 得 2 块 糖 的 分 法 数目 . 
例 如 , 当 ヵ ー3 時 , ア (3.7) 0, 了 (36) 1, げ (3,4) 三 6. 求 プ (2006,1) 十 了 (2006,4) 十 
プ (2006,7) 十 … 十 <2006,1000) 十 (2006,1003) 的 値 . 


2 役人 へ 4BC 为 锐角 三 角形 ,矩形 DEFG 内 接 于 人 ABC, 使 得 DD 在 AB 上 ,E 在 AC 
上 ,F 和 G 在 BC 上 . 试 求 所 有 可 能 的 矩形 DEFG 的 对 角 线 交 点 的 轨迹 . 


3 在 一 个 m 行 n 列 非 负 实数 阵 中 ,每 行 、 每 列 中 都 至 少 有 一 个 正 数 . 若 某 一 行 与 某 
一 列 相交 于 一 个 正 数 , 则 该 行 的 各 数 之 和 与 该 列 的 各 数 之 和 相等 . 求证 :mm 一 . 


4 一 次 循环 赛 中 有 2n 十 1 支 参赛 队 , 其 中 每 队 与 其 他 队 都 只 打 一 场 比 赛 , 且 比赛 结 
果 中 没有 平局 . 若 三 个 队 X、Y、Z 満 足 :X 击败 Y,Y 击败 Z ,2Z 击败 X , 则 称 它 们 形成 一 个 
环形 三 元 组 . 

(1) 求 环形 三 元 组 的 最 小 可 能 数目 ; 

(2) 求 环形 三 元 组 的 最 大 可 能 数目 . 





5 圆 的 内 接 直 角 入 ABC 的 三 个 顶点 分 贺 为 三 段 弧 , 直 角 顶 点 A 所 对 的 有 为 一 个 半 
圆 ,AB,AC 为 劣 弧 . 对 三 段 弧 的 每 一 自作 切线 ,使 切 点 恰 为 切线 被 直线 AB、AC 所 蔽 得 的 
线段 的 中 点 .例如 过 BC 上 一 点 D 作 切 线 , 分 别 交 直 线 AB、AC 于 点 D',D", 使 得 DD 恰 为 
线段 D'D” 的 中 点 . 类 似 地 得 到 点 玉 和 下 . 

求证 :ADEF 是 等 边 三 角形 . 
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第 39 届 加 拿 大 数学 奥林匹克 (2007) 


1 在 8X9 的 方 格 表 上 已 经 放置 了 6 块 2X1 的 多 米 诺 骨 牌 ,位 置 如 图 所 示 , 则 该 棋 
盘 上 至 多 可 以 放血 多 少 块 多 米 诺 骨 牌 (每 块 骨牌 都 在 方 格 表 内 ,上 且 互 不 重 蕉 ,包含 已 放 先 
的 6 块 多 米 诺 )? 








2 给 定 两 个 三 角形 满足 如 下 条 件 : 

(1) 一 个 三 角形 的 两 条 边 和 另 一 个 三 
相等 ; 

(2) 这 两 个 三 角形 相似 ,但 不 一 定 全 等 . 











= 角形 的 两 条 边 对 应 















































求证 :这 两 个 三 角形 的 相似 比 介 于 站 了 和 之 问 . 
2007.1 图 
3 已 知 在 及 上 取 值 的 函数 对 任意 实数 <、y, 均 有 
(zy) 十 /(y 一 T) 之 /(y 十 z). 
《CD) 试 给 出 一 个 满足 条 件 的 非常 数 多 项 趟 F(z); 
(2) 求 证 :对 于 任意 实数 zx, 均 有 /(x) 宇 0. 





4 对 于 满足 ab 隆 1 的 实数 a.b 定义 运算 ”x*”: 
a batb—2ab 
i=ab 
现 有 一 个 项 数 为 n(n 宇 2) 的 实数 列 S, 其 所 有 项 x 均 满足 0 一 x 二 1, 从 S 中 任 取 丁 項 
ab, 将 它们 删除 ,并 将 a*5 的 值 添 在 S 的 最 后 ,这 样 得 到 的 新 数列 的 项 数 就 减少 了 1. 重 
复 该 操作 直到 仅 剩 下 一 项 . 
(1) 求 证 :最 后 剩 下 的 一 项 的 值 与 每 一 步 操作 中 所 取 的 两 项 无 关 ; 
(2) 车 S 中 的 项 的 取 值 范围 变 为 0 二 xz 和 1, 且 S 中 恰 有 一 项 为 1, 又 将 会 出 现 的 什么 
样 的 结论 ? 


5 人 ABC 的 内 切 圆 分 别 切 三 边 BC .CA、AB 于 点 D 、E、 上 ,人 ABC 的 外 接 圆 @O 与 
ム AEF 的 外 接 圆 @O 、 人 BFD 的 外 接 岡 の OL 、 へ CDE 的 外 接 岡 GO 分 别 交 于 点 A 和 
P、B 和 Q、C 和 R. 求 证 : 

(OO .OO .OO, 交 于 - 

(2)PD .QE .RF 三 线 交 于 一 
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第 40 届 加 拿 大 数学 奥林匹克 (2008) 


1 凸 四辺 形 ABCD 中 ,AB 是 最 长 边 . 点 M、N 分 别 在 边 AB、BC 上 , 且 线 段 AN、 
CM 均 平分 四 边 形 ABCD 的 面积 .求证 :线段 MN 平分 对 角 线 BD. 


2 求 所 有 函数 /:Q~Q. 使 得 对 任意 有 理 数 z,y, 均 有 
(27(z) 二 Gy)) 一 2zr 十 y， 


3 若 a,bcER'*, 且 ao 十 6 十 c 一 1, 求 证 ， 


a—be 6 一 co . ce—ab 


< 一 2 3 す 
4T 5 二 co < 寺 ge6*2" 








4 求 所 有 函数 /:N--N. 使 得 対 任意 自然 数 ヵ 和 素 数 ヵ , 均 有 


(7( ヵ )7 三 x(mod 7( か の) ). 


5 国际 象棋 棋盘 上 "车 "的 自 避 行走 是 指 “ 车 ”这样 行走 的 一 条 踪迹 路 径 : 从 一 个 方 
格 出 发 穿 过 两 个 方 格 之 问 的 公共 边界 (不 能 斜 着 走 ) 进 入 另 一 个 方 格 , 但 走 过 的 方 格 不 能 
再 走 . 即 “车 ”的 路 径 是 不 自 交 的 . 令 R(m,n) 表 示 mXn 的 棋盘 (m 行っ 列 ) 上 自 避 行 走 的 
“车 "从 左下 角 走 到 左上 角 的 路 径 的 数目 . 


例如 :RCm,1) 二 1,R(2,2) 二 2,R(3,2) 二 4,R(3,3) 二 11, 求 出 RC(3,n) 的 表达 式 (用 n 
表示 ). 
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第 41 届 加 拿 大 数学 奥林匹克 (2009) 


1 给 定 mXn 方 格 表 , 其 中 每 个 方 格 被 染 成 黑色 或 白色 的 . 若 某 个 黑 格 的 同一 行 左 
边 有 白色 方 格 , 且 同一 列 止 边 有 白色 方 格 , 则 称 这 个 黑 格 为 “ 坏 方 格 ”如 
图 ,为 一 个 不 含有 “ 坏 方 格 ” 的 4X5 方 格 表 ). 求 不 含 “ 坏 方 格 "的 2X ァ 方 
格 表 的 数目 的 表达 式 . 


2 用 纸板 裁剪 出 两 个 半径 不 同 的 贺 ,每 个 圆 再 分 成 200 个 相等 的 遍 
形 ,上 且 将 每 个 贺 的 100 个 扇形 涂 成 白色 , 另 100 个 扇形 涂 成 黑色 .将 小 贺 "中 
等 放 在 大 圆 的 上 面 ,使 得 它们 的 圆心 重合 . 

求证 :总 可 以 旋转 小 圆 ,使 得 这 两 个 圆 的 扇形 上 下 对 齐 , 且 小 圆 至 少 有 100 个 扇形 位 
于 大 贺 的 同色 扇形 上 . 


、 _ (zy+ yet zr) (zy 
3 定义 fry DT TT tr) 「 


其 中 z,y,z 为 正 实数 , 求 f(z,y,z) 的 值 域 . 
4 求 所 有 的 有 序 整数 组 (a,b) ,使 得 3 十 7* 为 完全 平方 数 . 


5 已 知 一 个 给 定 的 平面 点 集中 ,任意 三 点 都 可 被 一 个 半径 为 1 的 圆 覆盖 . 求证 :这 
个 点 集 能 被 一 个 半径 为 1 的 加 覆盖. 
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二 .加 拿 大 数学 奥林匹克 (1990 一 2009) 解 答 


第 22 届 加 拿 大 数学 奥林匹克 (1990) 


1 有 n(n 之 2) 名 选手 参加 一 项 为 期 k 天 的 比赛 ,在 每 天 的 比赛 中 ,选手 可 能 得 到 的 
分 数 为 1,2,3,…,n, 且 没有 两 个 人 的 得 分 相同 ,当天 比赛 结束 时 ,发 现 每 名 选手 的 总 分 
都 是 26 分 . 试 确定 数 对 (n,k) 的 所 有 可 能 情况 . 

〖 证明) 所 有 选手 的 得 分 总 和 为 


nt ー26x, 即 Aa 十 1) 二 52. 


(nk) 的 取 值 可 以 是 (3,13),(12,4),(25,2) 及 (51,1) ,但 最 后 一 种 显然 不 满足 要 求 . 
当 (n,k) 二 (3,13) 时 ,3 名 选手 13 天 得 分 配置 为 
(1,2,3) 十 2(2,3,1) 十 2(3,1,2) 十 3(1,3,2) 十 2(3,2,1) 十 3(2,1,3) 一 (26,26,26). 
当 (n,k) 二 (12,4) 时 ,12 名 选手 4 天 得 分 配置 为 
2(1,2,…,11,12) 十 2(12,11,…,2,1) 一 (26,26,……,26). 
当 (n,k) 二 (25,2) 时 ,25 名 选手 2 天 得 分 配置 为 
(1,2,…，,24,25) 十 (25,24,…,2,1) 一 (26,26,……,26). 
故 有 3 组 解 (n,k) 二 (3,13),(12,4) 或 (25,2). 


2 如 图 ,将 开 呈 -个 不 同 的 数 随机 排列 成 一 个 三 角 数 阵 ， * 
类 类 
设 M, 是 从 上 往 下 数 第 行 中 的 最 大 数 , 试 求 Mi <Me< <M， x x x 
的 概率 . 本 
【 解 ] 记 所 求 概率 为 P,, 则 P 一 1. MR RR 
对 于 十 1 行 的 数 隆 , @ 十 1 十 瑟 个 数 中 最 大 的 数 应 在 第 1990.2 图 


n 十 1 行 ,其 概率 为 
nt+1 2 
ED GT ta 
2 
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然后 可 任意 填 满 第 "上 1 行 ,将 剩余 的 名 二 22 二 2 个 数 十 人 前 行 ,符合 要 求 的 概 
2 








率 为 P,, 故 Pu テラ 
， 人 
所 以 PD, 2 十 1 nn 3 内 
が 
(ma 十 1)1“ 


3 圆 内 接 四 边 形 ABCD 的 对 角 线 AC 与 BD 交 手 点 X. 由 X 向 AB 、BC、CD、DA 
分 别 作 垂 线 , 垂 足 为 A'、B'、C’、D'. 

求证 :AB “十 CD 一 AD 十 BC 

【证 明 } 由 XA”」AB,XB' | BC 可 得 A'.B、B'、X 

由 正弦 定理 ,有 4B 一 X お ・sin お 。 

同 理 可 得 CD" 一 X カ ・sin わ りー メリ ・sin お 、 

“A'B'+C'D' =(XB+ XD)・ sinB 

=BD・ sinB=2RsinA «sinB. 

其 中 R 为 四 边 形 ABCD 的 外 接 圆 半径 . 

同 理 可 得 A'D' 十 B'C' 一 2RsinA 。sinB. 

于 是 4'B' 十 CD' 一 AD 十 B'C 

4 一 个 质点 在 工 轴 上 的 运动 速度 最 大 为 2 米 / 秒 ,在 平面 其 他 地 方 的 运动 速度 最 大 
为 1 米 / 秒 . 试 求 该 质点 从 原点 出 发 在 1 秒 钟 内 所 能 到 达 区 域 的 边界 曲线 . 

【 解 18 由 对 称 性 只 要 考虑 第 一 象限 中 的 可 达 区 域 . 

设 质点 从 原点 O 〇 到 P(r,y) 的 过 程 中 最 后 离开 这 轴 是 在 A(a,0) 点 (al 二 2), 由 于 从 


O 到 A 的 时 间 不 少 于 | 秒 , 故 从 A 到 P 的 时 间 不 多 于 1 一 | 全 秒 .因此 (x 一 a) 


(1 一时). 








‘< 


デー どす (2 テー1) la| キュー 


六 


1 
テテ 時 





当 二 一 z<2 時 ・ 








@ 本 解答 属于 林 常 (福建 教育 学 院 ). 
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二 人 
因此 可 到 达 区 域 的 边界 线 方程 是 
1 zl<+, 
| ティ 
生計 至 <lzls2. 
LV 


点 ( 士 2,0) 作 的 各 两 条 切线 段 组 成 





它 由 单位 圆 x 二 y= 二 1 的 上 、 下 両 段 弧 和 分 列 
(如 下 图 中 实 线 ). 








1990.4 图 
5 已 知 定义 在 正 整 数 集 上 的 函数 / 满足 : 
f(D)=1,/(2)=2, 
[nt2)=fnt2— /fntl)+f ntl— fn) (n>1). 
(DD 求证 :0 入 f(x 二 一 了 A) 志 1, 并 且 当 了 (n) 为 奇数 时 ,fn 十 1D) 三 /Cm) 十 13 
(2) 试 求 适合 /(n) 一 2* 十 1 的 所 有 的 值 ,并 证 明 你 的 结论 . 
【 解 】(1) 我 们 首先 用 数学 归纳 法 证 明 一 个 更 强 的 结果 : 
对 任意 自然 数 n ,都 有 
Ja 十 1) 一 AGEi0,1) . 
当 n==1 时 ,f(2) 一 f(1) 王 1, 结 论 成 立 . 
设 当 n<k 时 ,结论 成 立 . 我们 有 
[Ck+2)— fk+1)]—[Le+1— /fk)] 
=1—[/(k+1D)—/f(k) Et{0,1}. 


因此 , 申 归 纳 假设 ,有 
7((& す 2 一 (を 1 や ) う 一 (& キ ュー ア 7(4)) と (0.1) . ① 
下 面 分 黄种 情况 讨论 : 
情况 1 /( め 一 (を 一 1) 三 1. © 
这 时 ,由 已 知 递 推 式 , 有 


(e+ リー 
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二 (kt 十 1 一 FA)) 十 FE 一 JR 一 1)) 
= 
一 RE 十 1 一 FE)) 一 大 (一 1) 一 大 (一 2)) 


デア (を 一 7( を 一 1)) 一 (を 一 1) 一 (を 一 2) ) (根据 @》 
Et0o,1) . (根据 @D) 
情况 2 /C4) 一 /(k 一 1)=0. ③ 


这 时 ,由 已 知 递 推 式 , 有 
GD) 一 FE 一 FE 一 1)) 十 FC 一 1) 一 FE 一 2))， 
(一 1D) 一 CC( 一 1D) 一 FA 一 2)) 十 FE 一 2) 一 FRR 一 3))， 
故 有 JR 一 JR 一 1)) 王 FA 一 2) 一 FE 一 3)) 、 
由 @ 式 ,结合 单调 性 ,可知 它们 均等 于 /((4 一 1) 一 /(k 一 2)). 从 而 
げ (& キ や 一 7(4) 
ニア (& エ ユー7( め ) う 一 7((&ー1) 一 (一 2)) 
ー ア (& 二 1 一 (《)) 一 (を 一 (4& 一 1)) 
と (0,1) . (根据 @) 
无 论 哪 种 情况 ,都 有 f(k 十 1) 一 A(k)E {0,1). 从 而 对 任何 自然 数 n, 都 有 f(n 十 1) 一 
7 の (0,1) . 
显然 更 有 0 /(n 寺 リー/(m の 1. 
下 用 数学 归纳 法 证 明 当 (>) 为 奇数 时 ,jn 十 1) 一 Fn) 十 1. 
由 已 知 , 当 n=1 时 ,7(1) 一 1 为 奇数 , 且 
ア 7(2②) = テア 1) 十 1. 
假设 当 < 时 ,结论 成 立 . 
若 FE) 为 奇数 , 则 /一 1) 必 为 偶数 (否则 , 若 7(k 一 1) 为 奇数 , 则 由 归纳 假设 可 得 
Ce) 一 (一 1) 十 1 为 偶数 ,矛盾 1), 于 是 由 前 证 结果 有 
Je) 一 FE 一 1) 十 1， 
JE 十 1D) = 十 1 一 FA)) 十 CR 一 F(t 一 1)) 
一 2 一 FA 一 D))， 
即 f(k 十 1) 是 偶数 ,再 由 前 证 结果 ,有 
fk+D=fR)+1. 
根据 数学 归纳 法 原理 ,对 任意 自然 数 n, 当 .f(n) 为 奇数 时 ， 
プ ⑦ キ 1 = Fn) 十 1. 
(2) 我 们 用 数学 归纳 法 证 明 一 个 更 强 的 结论 :对 于 任意 正 整数 m1, 方 程 fn) 一 
2" 1! 十 1 有 唯一 解 一 2". 
事实 上 ,m= 二 2 时 ,方程 化 为 /(n) 二 3, 它 有 唯一 解 x 二 2 , 即 n 二 4( 我 们 可 由 已 知 递 推 
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式 得 到 7(3) 一 2,F(4) 一 3: 册 (1) 得 /(5)==3 一 1 二 4, 并 由 函数 f(m) 的 不 减 性 判定 解 的 唯 
一 性 ). 

设 m= 时 ,结论 成 立 . 

由 于 /(n) 的 值 随 着 的 增加 ,每 次 增加 0 或 者 1, 又 从 已 知 的 递 推 式 林 以 看 出 f(n) 
一 oo( 否 则 从 某 时 刻 起 ,fn) 将 为 正 的 常数 值 ,而 对 足够 大 的 n,f(n 十 2) 却 为 这 个 常数 值 
的 2 信 , 矛 盾 ). 因此 , 必 有 整数 ,使 得 f(n) 二 2 十 1. 

这 时 ,f/f(n 一 1) 必 为 偶数 ,并 且 f(n 一 1)=2*. 

由 手 ーー1)) 十 (カー キー が (カー2)) ニア (z) 三 2 十 1. 
并 且 左 端 两 项 的 差 为 0 或 1, 所 以 

foan—fln—1)=fn—1—/f(n—2)+1=2 +1. 

由 归纳 假设 ,有 n—/(n—1)=2.. 

从 而 n=2: 十 f(n 一 1)=2'"!. 

根据 数学 归纳 法 原理 ,对 任意 正 整数 m 二 1, 上 述 结论 成 立 , 即 方程 1(n) =2"! キ 1 
有 唯 一 解 "一 

特别 地 ,方程 /一 22 十 1 的 唯一 解 为 六 一 20. 
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第 23 届 加 拿 大 数学 奥林匹克 (1991) 


1 证 明 方程 


有 无 穷 多 组 整数 解 ,其 中 xys デ 0. 
【证 明 1 可 以 验 让 方程 有 两 组 解 
(rvy.z) 一 (3, 一 1,2).(10,3.7)， 
假定 (u,v.w) 是 方程 的 一 组 解 . 部 么 天性 澡 屠 数 则 由 [2.5.3] 一 30 可 设 


i "uy=k"v, 





这 时 .有 
Ty が 
=k™(u +v) 
を Po = 
于 是 (ku.k*v,k"ww) 是 已 知 方程 的 解 ,从 而 已 知 方程 有 无 穷 多 组 解 . 
〖 证 阴 2] 取 zz 一 2 一 24 og 一 gt ENN 
ty = g's 
=2™ 








2 AN 是 已 知 方程 的 角 从 而 已 知 方程 有 无 穷 





【证明 3】 人 テー が マー ゲ 、 刀 
ビ キ ザ アー(2 の が 。 
现在 取 "一 4 王 , 则 
20・ が 8 が 2 一 (2 和) 

于 是 (rsyss) 三 (2 六 2 天 2) 是 已 知 方程 的 解 .从 而 已 知 方程 有 无 穷 多 组 解 . 

2 为 周 定 的 正 整 数 . 求 出 所 有 具有 以 下 性 质 的 正 整数 的 和 :在 二 进 制 中 .这 个 数 恰 
有 27 个 数字 .其 中 个 1.n 个 0( 首 位 数字 不 能 为 0). 

【 解 jn=1 时 , 易 知 所 求 和 为 5, 王 2 

ヵ 且 2 时 ,首位 数字 为 1 的 2x 位 数 . 在 共 余 2 カー1 位 上 .只 要 个 0 的 位 置 确定 了 . 则 
4 一 1 个 1 的 位 置 也 就 确定 了 ,从 而 这 个 2n 位 二 进 制 数 也 随 之 确定 . 

故 首 位 数字 为 1 的 数 共 有 C3- 个。 

现 考虑 第 (22 二 A 袜 1) 位 数字 是 1 的 数 的 个 数 . 因为 其 中 个 0 的 位 置 只 可 从 2 一 2 
个 位 置 (除去 首位 和 第 上 位 ) 中 选择 . 故 这 样 的 数 共 C35 :个 . 
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将 所 有 这 样 的 2” 位 制 数 相 加 , 按 数位 求 和 ,使 有 


る が ea 










ES 


心 为 0， 玉 AB 的 中 点 为 M. 连 OM. 则 OM | AB. 即 
OM アテ 90*,M 在 以 线段 OP 为 直径 的 圆 上 . 

【评注 ) 本 题 中 M 点 的 轨迹 只 是 该 圆 含 于 圆 C 内 的 一 段 圆 弧 ,而 
非 整 个 圆 . 

4 从 数 集 10.1.2,….14} 中 选 出 不 同 的 数 . 填 和 人 下 图 中 的 10 个 小 圆 中 ,使 得 册 线 段 
连结 的 两 个 数 之 差 的 绝对 值 均 不 相同 . 这 可 能 吗 ? 请 证 明 你 的 结论 





1991.3 图 


1991.14 图 

【 解 】 不 可 能 .用 反 证 法 证 明 如 下 : 

如 果 能 按 题 中 区 求 从 10,1.… ,14} 选 出 10 个 数 填 人 图 中 圆 内 .使 得 由 线段 连结 的 两 
个 数 之 差 的 绝对 值 各 不 相同 . 那么 这 14 个 差 的 绝对 值 应 该 恰好 是 1.2,… ,14, 其 中 有 7 
个 奇数 ,7 个 偶数 ,因而 它们 的 和 S 是 奇数 . 

另 一 方面 .小 圆 中 的 每 个 数 在 S 中 出 现 偶数 次 (每 个 小 圆 引出 偶数 条 线段 ). 所 以 S 
应 当 是 偶数 . 

以 上 矛盾 即 证 明了 我 们 的 论断 . 

5 如 图 ,大 三 角形 的 边 长 为 3. 由 图 中 过 各 交点 的 直线 所 成 的 平行 四 边 
形 的 个 数 17(3) 三 15. 求 边 长 为 的 三 角形 中 相应 的 平行 四 边 形 的 个 
数 /( ヵ ). 

〖 解 ] 设 大 三 角形 为 人 ABC( 边 长 为 nn) , 记 两 边 分 别 与 AB、AC 平行 的 平 
行 四 边 形 的 个 数 为 gm の. 

在 AB.AC 延长 线 上 分 别 取 点 DE, 使 得 AD=AE=n 十 1. 则 DE=n 十 1. 易 知 上 述 
平行 四 边 形 的 每 一 边 的 延长 线 恰好 与 DE 相交 于 一 点 ,这 四 点 互 不 相同 . 均 为 D、E 或 其 
十 1 等 分 点 , 且 与 AB 边 平行 的 边 对 应 的 交点 靠近 点 DD, 与 AC 边 平行 的 边 对 应 的 交 
靠近 点 下 . 
反之 .从 だ 上 的 ヵ 十 2 个 点 (包括 端点 D.E) 中 任 取 四 点 ,过 靠近 也 点 的 两 点 作 AB 
的 平行 线 , 过 另 两 点 作 AC 的 平行 线 . 便 可 得 到 上 述 的 平行 四 边 形 . 所 以 上 述 平行 四 边 形 


1991.5 图 
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与 DE 上 的 四 点 组 之 站 








ED 一 3C4- 2. 


1991.5 图 
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第 24 届 加 拿 大 数学 奥林匹克 (1992) 


1 证 明 : 前 ”个 正 整 数 的 乘积 能 被 它们 的 和 整除 的 充 要 条 件 是 :n 十 1 不 是 一 个 奇 
素数 . 


【证 明 ] 前 个 自然 数 的 和 与 积分 别 为 号 与. 
先 证 充分 性 :n 十 1 不 是 奇 素数 , 则 代号 nl 


1) 若 n 十 1 为 偶数 , 则 为 奇数 . 
当 ヵ ー1 时 ,命题 显然 成 立 . 


当 23 时 ,有 号 <n 一 1. 攻 对 6x 一 D4, 从 而 六 二 |. 

(2) 车 二 1 为 奇 合 数 , 则 ”为 偶数 , 设 a ナ 1ーm ム 基 中 m,l 均 是 大 于 3 的 奇数 .从 而 
,1 

た プリ じ ま の 74PIRILCRE 由 8 

着 カ ー ム 財 当 ー3 时 ,n 一 8, 此 时 有 号 -一 36181. 

当 交 4 时 ,有 3m<n, 所 以 m,2m, 名 或 者 mw,3m, 台 是 3 个 互 不 相同 且 小 于 的 自 


然 数 ,因此 也 有 开 呈 一 多 ms nl. 


再 证 必要 性 : 若 22 11, 则 十 1 不 是 奇 素数 . 


若 不 然 ,n+1 是 奇 素数 , 则 nl #1， 从 而 全 3 1, 开 盾 . 故 结论 得 证 . 


【评注 】 本 题 的 关键 在 于 充分 性 的 证 明 中 ”十 1 为 奇 合 数 的 情形 ,以 下 再 给 出 该 情形 
的 两 种 不 同 证 法 : 
1 


【 别 证 13 设 "二 1 一 mm, 则 有 ms < 一 1. 

车 m 关 4 则 ml| Cn 一 1)1， 从 而 于 DD at: 

车 w=! 二 p, 则 p 宇 3,n 一 1 二 pp 一 2 之 3p 一 2 二 2p 十 (Pp 一 2)>2p, 则 (n 一 1)1 为 多 于 
2p 个 连续 自然 数 的 乘积 ,因此 有 产 | 9 一 D1 从 而 人 开导 nt. 
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【 别 证 2】 役 十 1 一 malm 为 奇数 且 3<m<4. 则 





ァ テ 9. み ご 2 記 全 Ga 寺 D ニ ッ ー コ キミ ーー カー 、 


所 以 2ol10 一 D 4 则 ml 一 D1 从 而 愉 2 11 
2 已 知 z,y,z 之 0, 证 明 不 等 式 
和 
并 确定 等 号 何 时 成 立 . 
【证 明 1] 原 不 等 式 等 价 于 
Py + ry 





テー の ( ッ ーs)( さ オッ ー お )。 





人 










Gr(rーy)( テ ーs) 十 y(yー テ )( ッ ー ェ ) 十 ① 
外 式 是 关于 rx,y,z 对 称 的 .不 妨 设 r 宇 
テー ェ ー あ い y 
那么 中 式 即 为 
(z+61) (0 一 8:28」 十 (< 十 8: ) (6 一 0 )8。 + <0,6.>0. 
全 (6 一 2)[(z 十 8) 四 





四 式 显 
等 号 成立 . 
【证 明 2】 原 不等式 即 
る 3 
由 对 称 性 ,可 设 zx 之 = 之 y, 于 是 
(テー ミキ y(yーs)7 学 0 逐 ( テ メーs)(yーs)( テ キャッ ー ミ ). 
当 且 仅 当 x 二 y=<z 时 .等 号 成 立 . 
【评注 ] 不 等 式 中 即 为 舒 尔 (Schur) 不 等 式 
(テー)( テ ーs) 上 yyー テ )( ッ ーs) 十 < 
在 r=1 時 的 特例 . 
3 如 图 所 示 ,ABCD 为 正方 形 ,U、V 分 别 是 边 AB、CD 内 部 的 。 
点 .确定 使 四 边 形 PUQV 面积 为 最 大 时 .UV 的 所 有 可 能 情况 . ， | 
【 解 1 不 妨 设 BUCV. 则 GU 三 QC、 且 Y 到 QC 的 距离 二 已 到 NA 
QU 的 距离 ,在 QU 上 取 点 巨 ,使 得 QE 一 QC, 则 く | 
Sem 
又 易 知 S-wv 一 S.uac ,所 以 
Shama + Sava = Sm Sone + Svar 
Scr + Same + Svor 






本 了 








ー ェ x)(z—y) 之 0 





WE Siva = Svae. 内 < 


1992.3 图 
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从 而 ES の 
用 
同 理 SS 
相 加 得 as 
并 且 当 且 仅 当 BU=CV 时 等 号 成 立 . 1992.3 周 
【 解 2j 设 正方 形 的 边 长 为 1. 连结 UV. が MM 
易 知 Say 王 Sp・Sagy 王 So , 
所 以 Smav 一 Scar 十 San. ~ 
作 PE | AD, 垂 足 为 下 . 作 QF BC. 垂 足 为 下 ,并 且 设 PE 一 了， 
SS ンド NN 
QF=y, 则 Sa ニテ (バイマ )・ ば 
设 AUーg.DV テ ム 、 吊 1992.3 图 
DE AE 
4 DAD " 


ye = ロー の (ロー の 
故 了 一 2 十 1 同 理 '? 一 厅 一 0 二 (一 万 -从 看 


~ ー1F ge の (1 一 (1 一 め ) 
Ser ニラ | ロー の キー の | 
tb 
2(e 二 の (2ーgー の ) 
a = が 
Naf 2 to 











4 キー al 
F4(e 二 の 一 4(/ 二 が だ) 4" 


当 且 仪 当 w 一 时 ,上 式 取 等 号 . 故 UV 应 满足 AU= DYV. 
4 解 方 程 












【 解 1] 去 分 母 并 整理 .得 





内 式 分 解 . 得 
i i 
于 是 一 二 (一 3 二 V3) 或 < 一 二 (1 二 V5)。 


(和解 2】 令 :=z 十 1, 订 方程 变 成 倒数 方程 
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本 
td 
四 (すす (は お ーー 
从 而 :+ 二 = 一 1 或 3. 
即 十 t 十 1=0 或 一 3 十 1=0. 
于 是 テー バー ュー す ( 一 33D 束 1 エ V5). 





5 一 副 牌 有 2 ヵ 十 1 张 ,其 中 一 张 * 王 ”和 1,2,…,n 各 两 张 . 把 这 2 十 1 张 牌 排 成 一 
行 ,使 得 “ 王 ” 在 正中 间 , 且 对 每 个 ,1<k<n, 两 张 & 之 间 恰 有 k 一 1 张 牌 . 当 m10 时 ,对 
怎样 的 n, 上 述 安 排 是 可 能 的 ,对 怎样 的 n, 上 述 安 排 是 不 可 能 的 ? 
【 解 】 対 毎 介 1SS を ミカ 、 設 左辺 的 那 條 ん 位 二 第, 号 位 置 , 右 边 的 那个 & 位 于 第 六 
号 位 置 . 依 题 意 ,要 完成 安排 ,应 有 
bs —as =k,1SkSn. 
即 bs + as 一 2as =k. 


所 以 | (如 十 or) 一 2 や a= > を 


= 


由子 “ 王 " 在 中 周 , 故 “ 王 "位 于 第 由 +1 号 位 ,因此 


5 ( み 十 ga) うー1 十 2 十 … 士 (24 十 1) 一 ( ヵ 十 1) 
= 


— ntD AntD n+ 


=2n(n 二 1). 


1 3z(a 十 1) 
于 是 2 2 a 2n(n ナ ワリ ーー ラテ ーー 2 


从 而 六 wu 一 到 Ci 十 D EN. 当 n 一 1,2,5,6,9,10 时 ,不 满足 上 式 ,故此 时 不 存在 满 

足 题 设 要 求 的 安排 . 当 "一 3,4,7,8 时 ,满足 上 式 , 且 题 设 要 求 的 安排 是 存在 的 . 例如 : 
=3 時 113 王 232 

a 

nn 二 7 时 ,1136734 王 5647252; 

n= 二 8 时 ,58411547 王 86232736. 

【评注 ] 对 于 ”一 3,4,7,8 中 的 每 一 个 , 均 有 不 同 的 安排 方式 ,有 兴趣 的 读者 可 以 考虑 
下 面 的 问题 : 

对 mn=3,4.7,8, 满 足 条 件 的 不 同安 排 方式 数 分别 是 多 少 ? 
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第 25 届 加 拿 大 数学 奥林匹克 (1993) 


1 一 个 三 角形 的 3 条 边 长 及 一 条 高 是 4 个 连续 的 正 整数 , 旦 这 条 高 将 三 角形 分 成 
的 两 个 直角 三 角形 的 边 长 均 为 整数 . 求 这 个 三 角形 的 三 边 长 ,并 证 明 这 是 唯一 的 . 

〖 解 j 设 人 ABC 中 三 边 及 高 AD 为 正 整 数 n,m 十 1,m 十 2,n 十 3. 

不 妨 设 AB>AC, 则 AB>AC>AD, 故 AD=-， 或 mn 十 1 

(1D) 著 AD 一 n 二 1. 则 AB==n 十 3,AC 一 wn 十 2,BC 二 n .从 而 

BD= VAB —AD’ =2 Yn+2,CD= V2n—3, 
其 中 2 ソ ヵ 十 2, V2n 十 3 是 正 整数 , 且 
2 Vnt2+ Vant+3=n. 


由 一 4<n 一 (2 VnT2+ ソ V2n 十 3)* 
<(2 nT 2+ Vant4): 
=(2+V2): (nt2) ヵ 2 


知 NY か ご 14. 1993. 1 图 

又 Vn 十 2 是 整数 , 故 "一 2 或 7, 而 此 时 /2n 十 3= ソ 7 或 V17 , 均 不 为 整数 ,因此 满足 要 
求 的 三 角形 不 存在 . 

(2) 若 4 ワニ メ , 卿 BD ソー387ー ゲ ーッ マ 6z 十 9、 
CD< VC 十 27 一 下 一 2 Vatl, 
从 而 nm 十 1 过 BC< V6nt9+2 Vati<5 Vari, 

也 即 有 ”一 24. 

车 BC=m+1, 则 AC=m 二 2,4B=，% 十 3. 这 时 
BD= v6én+9,CD=2 Yn+1, 
但 使 得 V6n 二 9, Vn 十 1 均 为 整数 的 nC ご 24) 不 存在 . 

车 BC 一 n142, 则 4C ニ カキ 1.48ー ゥ 3. 送 時 
BD= V6n 二 9,CD= Vantl, 
使 得 V6n 十 9, V2n 十 1 均 为 整数 的 仅 有 一 个 :n 二 12. 从 而 
AC=13,BC=14,AB=15,AD=12. 

车 BC=n 十 3, 则 AC=n 二 1,AB=n 十 2. 这 时 

BD=2 Vnt1,CD= Vantl1, 

但 使 得 Vn 二 了, V2n 十 1 均 为 整数 的 (ご 24) 不 存在 . 
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综 上 所 述 ,满足 要 求 的 三 角形 ABC 有 且 仅 有 一 解 ,其 边 长 分 别 为 13 ,14,.15. 
2 证 明 :实数 了 是 有 理 数 的 充 要 条 件 是 :能 从 数列 rz,zT+1,z 十 2.… 中 选 出 3 个 不 
同 的 项 ,组 成 等 比 数列 . 
〖 证 明 j 首 先 证 明 充 分 性 : 
设 工 十 i,r 十 j,x 十 成 等 比 数列 , 则 
( テ 十 が) =(z+i) (rt+k) 
一 (z 十 ji 一 门 (z 十 1 人 一 方 
= ニオ お! 上 (を ーー2 の は お の ー の (4ー の 、 
从 而 (を オー2 の (7 の お テリ ー の (を ー の デ 0. 


所 以 A に タデ 0 オナー ジー バー バカ 有理 数 也 为 有 再 数 . 








再 证 明 必要 性 ; 
设 为 有 理 数 , 且 x 一雄 (pw4 为 整数 月 尖 0), 下 证 zx 二 qex 二 (p+2)g 成 等 比 


数列 . 
事实 上 ,这 时 
[z+ (p+ の = 信人 (p+2)q] 


ュ 
Er +2gx + = C++. 
3 在 AABC 中 ,AC 边 上 的 中 线 BD 和 AB 边 上 的 中 线 CE 相互 垂直 .求证 :cotB 十 











cotC= = 
【证 明 13 设 两 条 中 线 BD,CE 交 于 GG, 令 GD 二 m,GE 一 6, 则 BG 二 2m.CG 二 2n, 于 是 
cotB =cot( ZCBG+ ZGBE) c 


mn 2 ー が 
3mn ~ 
か 





ガー カー 
2 な 


美 似 地 , 有 cotC ニ ニュ ーー。 
3mn 
Fi 2 4 


cotB 十 cotC 一 全 一人 > 
1993.3 图 





〖 证 明 2】@ 分 別記 人 ABC 的 三 边 长 分 别 为 ,ec, 则 BE 一 7°DE= ‘CD= 和， 市 





@ 本 解答 属于 王 卫 华 (( 数 学 竞赛 之 窗 ? 编 辑 部 ). 
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BDLCE, 得 
BC 一 8 天 一 CG 一 G 忆 一 CD: 一 DE:， 
将 上 式 化 简 , 得 FE = 
> EE LR a lm EN の i 
注意 到 cotB 一 cotC f+ 篇: 则 只 需 证 


3a! >48 3 9a!'>168’ 
CatbtoOlbte a ath— Cate- 
[e+ の ーーg の [eeー( の ゆー の 

SB 9 の "テー( ゲ ーー[(6 十 の! 十 (2ー の 1g —a! 

っ 10g! テ ー( ゲ ー ど ): 十 227( だ 二 ど ) 后 0 テー( ゲ ー で の う : 

这 是 显然 的 , 故 命题 得 证 . 

4 若干 个 学 校 参加 网 球 比赛 ,同一 学 校 的 选手 相互 不 比赛 .每 两 个 学 校 的 每 两 名 选 
手 之 间 都 要 比赛 一 场 . 在 两 个 男孩 或 两 个 女孩 之 间 进 行 的 比赛 称 为 单打 ,一 个 男孩 和 一 
个 女孩 之 间 的 比赛 称 为 混合 单打 . 男孩 的 人 数 与 女孩 的 人 数 至 多 相差 1 .单打 的 场 数 和 混 
合 单打 的 场 数 也 至 多 相差 1. 问 有 奇数 个 选手 的 学 校 至 多 有 几 个 ? 

【 解 ] 设 有 个 学 校 ,第 i 个 学 校 派出 xz, 个 男孩 ,y 个 女孩 ,i 二 1,2,….n. 由 题 设 , 有 


| > =| Dy 
单打 比赛 有 >) (riz, 十 yy)) 场 ,混合 单打 有 > (xy 十 zy,) 场 ,由 题 意 ,有 











| ty ry) | 


即 | DD (セー)( セ ーー) 





因此 2 (xy) =( 2 (と ーy う ] 一 2 2) (ーッ (ーッ 。) 
<1+2=3. 1 
即 在 (zx, 一 y,)(i 王 1,2,….) 中 至 多 只 有 三 项 不 为 0. 而 且 这 三 项 都 应 该 是 1. 
这 就 是 说 ,至 多 有 3 个 学 校 的 人 数 ,十 y; 为 奇数 . 
如 果 参 赛 学 校 只 有 3 个 ,其 中 两 个 学 校 各 派 1 名 男孩 , 另 一 个 学 校 派 1 名 女孩 ,那么 
题 设 的 条 件 全 满足 , 且 奇 数 个 选手 的 学 校 恰好 为 3 个 . 故 奇数 个 选手 的 学 校 至 多 有 3 个 . 
5 数列 ,yy ,，… 满 足 条 件 yy 二 1, 对 于 《二 0, 有 





2y・ 车 为 偶数 
Vs | 也 
1 若 人 为 奇数 

2 若 4 为 奇数 


Yi 


”2y,+1， 车 为 偶数 
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证 明 :每 个 自然 数 恰 在 数列 wm ,yz ,y ,… 中 出 现 一 次 . 
【证 明 1 计算 可 得 :y= 二 1,y: 一 2y1 十 1 二 3,y3 二 2y1 一 2,y1 一 2y4 一 61ys 一 2ys 十 1 一 7， 
ye 三 2y』 二 1 一 5 一 2ys 二 4 . 即 有 

(y= {1}, {ya ys} = {2,3}, {yy ry yr} = {4,5,6,7}. 
显然 ,我 们 只 需 证 明 下 面 两 个 2”' 个 元 素 的 集合 相等 ; 

2 2 十 1,…， 2" 一 1) ① 
下 用 数学 归纳 法 证 明 四 式 . 
假设 @ 式 对 某 个 m 宇 1 成立, 考虑 y, (一 2" 十 dd 一 0,1.2， 


BPS 


の か 
又 因为 人 为 偶数 时 ,一 2， 也 MM 


2" 一 1), 则 有 








1. 





4 为 奇数 时 ,2.4 


由 归纳 假设 知 
enyrremye E20 2 二 12 一 1)， 

下 面 证 明 对 2" 生 k 委 2 一 1 ,映射 人 ~y 是 一 一 对 应 的 . 

優衣 デー ッッ 且 2" 委 ij 委 2"1 一 1, 则 可 设 ;一 2k 十 sj 一 2 十 6 其 中 eeEt0， 
1} 2" 一 < 所 和 安 2" 一 1. 则 由 条 件 有 2y。 2y。 ,又 由 归纳 假设 ,有 二 ,从 而 6, 一 ej( 否 
则 |y, 一 yi 三 1, 蔬 盾 ). 即 得 i=j. 

这 就 是 说 {ys ,yan tsa? 三 {2",2" 十 ls 2” 一] 所 以 四 式 对 任意 m>1 
成 立 . 命题 得 证 . 

【 和 正明 2 用 二 进 制 表示 所 有 正 整数 . 设 "一 (avaw-i…aia):, 其 中 一 1,a=0 或 1， 
0 は の っ カー1. 


我 们 用 数学 归纳 法 证 明 





y』 デ (00 な)> ・ 

其 中 6,=1,6 二 a 十 airi(mod 2) 7 王 0,1 カー1. 

当 n=1 时 ,显然 成 立 . 设 对 小 于 ”的 自然 数 命题 成 立 . 对 于 ”一 (an&n-1…alae)s, 记 
= Cana iai)a, 则 有 yw 二 (bwb。-，…b1), 满足 上 述 要 求 . 由 题 设 

(了) 车 aiao = 二 00, 则 y==2yw = 二 2* (6 で 62 一 (676 うっ 、 其 中 bo 二 0 二 a; 
+ao (mod 2); 

(2) 若 yao 二 10, 则 y= 二 2yw 十 1 三 (6wbw 011)s 一 (bw0m-1… 如 00)1, 其 中 轴 王 1 三 a 
十 aoCmod 2); 

(3) 若 alias 一 01, 则 办 一 2yv 十 1 一 (0 46011) 一 06.6 1…bibo) ,其 中 心 王 1 三 由 
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十 csCmod 2); 
(④ わ 若 gree 王 11 出 y。 王 ーー の 06 王 (62ー な な うっ 其 中 あ 三 0 王 
mod 2)， 
因此 .命题 对 任意 正 整数 ” 均 成 立 . 
反之 ,对 任意 数 (bn0。 加): ,可 以 唯一 确定 二 Casam- eigo)。 如 下 : 
= la, デー (mod 2). 
对 应 ,从 而 命题 得 证 . 





wm 


所 以 .n->ys 是 N, ->N; 的 一 一 
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第 26 届 加 拿 大 数学 奥林匹克 (1994) 


Di ダ ( 7 信二 











trial ュ 十 1 
0 1 
1998 
MM 19941 
〖 评注】 用 类 似 地 方法 可 以 得 到 更 一 般 的 结果 
,十 二 1，，，_ ， wk 十 1 
2 1) a 


2 求证 :V2 一 1 的 每 个 正 整数 次 寡 都 具有 Vm Vm 一 1 的 形式 ,其 中 m 是 某 个 正 整 
数 ( 例 如 (V2 一 1):=3 一 2 V2 二 V9 一 V8). 


【证 明 1] 我 们 用 数学 归纳 法 证 明 : 





な sea Y2ー ム 、 其 中 2a? 一 外 十 1 是 奇数 ， 


]。- ム 2、 其 中 人 一 2 十 1 是 偶数 . 
当 r=1.2 时 ,有 


(V2 





NE es ll 
2 


假设 对 奇数 n( 宇 1 命题 成 立 . 则 





2 


WD :一 (VZ 一 1)"(V2 一 1) 
(av 一 六 (V2 一 1)( 其 中 2a? = が + ナリ) 


ー(2e 十 の 一 (e 二 の Y2 ニ メー8V2。 
其 中 A=24 二 bp.B=u 十 b. 于 是 


A* =(2a+h): =da: 十 4g の 十 か 
一 2 十 4ap 十 212 十 1 一 2B: 十 1 
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39 
从 而 命题 对 十 1 也 成 立 ， 


假设 对 偶数 n( 三 2) 命 题 成 立 , 则 


uD = (V2—1)"(Y2—1) 
ー1)( 其 中 の 三 2 が 十 1) 


ー(e 填 の 2 一 (4 二 2 の ) 三 AY2 一 B。 


三 (ce 一 5V2)(V2Z 


其 中 A=a 十 6.B=a 十 26. 于 是 


2A: 三 2g" 十 4g6 十 2 が 
デーc 十 4e2 十 4 ゲー2 だ 
ー ザ ー1、 
从 而 命题 对 一 1 也 成 立 . 
综 上 所 述 , 欲 证 命题 成 立 . 
子 是 、 当 ヵ 是 奇数 時 、 取 m=2d 





* 当 是 偶数 时 . 取 カニ. 











【证 明 2) 对 于 给 定 的 正 整数 加 记 4=W2 一 1D"w= W2410", 则 b=1, 记 c= 呈 yd 
车 为 偶数 , 设 n=2k, 则 

< 2 CE + (1) VE) 
= cy = 2 ci 3 
LL i ri 
万 之 Ci v2 2 C2 

这 表明 < 和 纪 均 为 下 整数 , 类 似 地 , 当 ， 为 奇数 时 ,有 -和 都 是 正 整 数 ,从 而 所 和 〆 均 

v 
为 正 整数 ,注意 到 


中 二 (CT 一 OO 一 bm1 
令 由 一 叶 , 则 カー キー ご ビー] 
【证 明 3】 设 ww 为 正 整数 . 则 
(2ー1D"(Y2 1 や "ニュ ー( ツ ター マツ 誠二 1)( ツ 誠志 1) 
从 而 2 一 や "モー マカ ー1 
与 (で 21" ニカ キマ カー1 


4=( 一 4d 二 Vm 一 Vm 一 1, 命 题 得 证 . 
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必 同 时 成 立 . 
将 两 式 相 加 ,得 
2 vVm 一 (V2Z 一 1D)" 十 (VZ 上 1) 
从 而 m= ED +2 + ZT DL 
此 时 ,Vm 一 Vm 一 1 一 (V2 一 1)", 故 只 需 证 明 
41G2ーD タ キラ 二 (78 上 1 
又 (VZ 一 1)2 十 (VZ 二 1) 
= 2 CLC oa “VE ] 
= Dg, 
当 41=0,1,24 ,时 ,2"-! 二 0(mod 4), 当 1==n 时 ,C3 二 2, 从 而 
2) Ch 2" "a2(mod 4)， 
则 (WV2—D™Y+2+ (V2+1) "=2-+2=0(mod 4)， 
命题 得 证 . 


3 25 个 人 围 -一 圆桌 而 坐 ,每 小 时 进行 一 轮 投票 . 每 人 必须 投 " 赞 成 票 " 或 "反对 票 ”. 
每 个 人 都 按 下 述 规则 行事 :在 第 ” 轮 投 票 时 ,如 果 他 和 相 邻 的 一 人 投 周 样 的 票 , 则 在 第 々 
十 1 轮 投票 时 ,他 投 与 第 nn 轮 一 样 的 票 . 在 第 轮 投票 时 ,如 果 他 投 的 票 与 相 邻 的 两 人 部 
不 一 样 , 则 在 第 + 1 轮 投 和 第 ， 轮 不 同 的 票 .求证 :不 论 在 第 一 轮 投票 时 ,各 人 投了 什么 
票 , 总 有 一 个 时 刻 ,从 这 时 刻 起 ,每 个 人 在 每 一 轮 中 投 同 样 的 票 . 

【证 明 } 注 意 到 如 果 在 某 一 轮 投 票 中 , 相 邻 的 两 人 投 相同 的 票 , 则 按照 规则 ,他 们 的 观 
点 将 永 不 改变 , 称 这 样 的 人 是 “稳定 的 ". 由 于 25 是 奇数 .所 以 在 第 一 轮 投票 时 , 必 有 相 邻 
两 人 投 一 样 的 票 .及 开始 时 至 少 有 两 人 是 “稳定 的 "(用 反 证 法 证 明 ,如 果 在 第 一 轮 投票 
中 ,没有 “稳定 的 "两 人 ,那么 投 赞成 票 和 投 反 对 票 的 人 将 交错 出 现 , 这 样 , 投 赞成 票 和 投 
反对 票 的 人 应 当 一 样 多 ,这 与 总 人 数 25 为 奇数 矛盾 ). 

又 对 于 任意 一 个 稳定 的 人 A, 他 汐 边 的 人 或 者 是 “稳定 的 ”, 或 者 将 在 下 一 轮 投 票 时 
观点 变 得 与 A 相同 而 成 为 "稳定 的 ". 于 是 必 有 某 个 时 刻 这 25 人 都 成 为 “稳定 的 ”. 这 即 为 
我 们 所 要 证 明 的 . 

【评注 ) 将 25 改 为 任 一 正 奇数 24n 十 1(n€ N) ,结论 依然 成 立 ， 

4 AB 是 圆 0 的 直径 ,P 为 不 在 直线 AB 上 的 一 点 . 直线 AP 与 8 的 交点 为 A 和 U， 
直线 PB 与 9 的 交点 为 B 和 V( 注 意 .在 切线 的 情况 下 可 能 有 A=U 或 B=V, 且 车 PP 在 
贺 上 , 则 P=U=V). 设 | PU|=s|PA|,|1PVI=1|PB|.s,t 为 非 负 实 数 ,用 ,1 表示 
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ン 4 ア お 的 余弦 値 . 

【 解 】(1) 若 P 在 圆 0 外 , 因 AUB ニ ン AVB 王 90", 所 以 
PU PYS /PUSP 
PB PA 

(2) 若 已 在 圆 0 上 , 则 由 P=U=V, 知 PU= PV=0, 故 s=t==0, 因 人 APB=90", 所 
以 cos ン 4PB 王 0. 

(3) 若 P 在 圏内 、 別 





cosZAPB= 


cosZAPB=cos(180°— ZAPW) =—cosZAPV=—— 号 ， 
全 Pt 
cosZAPB=cos(180°— ZBPU)=—cosZBPU=— EU, 


A CL A 
PO cos ご AP お 三 5 FaA™ Vst. 


5 锐角 三 角形 ABC 中 ,AD 是 BC 边 上 的 高 ,H 是 线段 AD 内 任 一 点 ,BH 和 CH 
的 延长 线 分 别 交 AC、AB 于 EE 和 下 ,求证 :人 EDH= 人 FDH. 

【证 明 1)8 过 点 已 作 EP | BC, 垂 足 为 了 ,过 下 作 FQ 1 BC, 垂 足 为 Q, 设 EPNCH= 
M,FQNBH=N, 则 有 EP//AD/FQ, 从 而 





FN_AH__EM 
FQ 4 り EP “\ 
FN_FQ E 
时 EM EP: や NN 
注意 到 AEMHc ANHF, 且 DP, DQ 分 别 为 AEMH 和 NN 
ANHF 的 对 应 高 , 则 有 の 
0 DP C 
FN_DQ @® 
EM DP 1994.5 图 1 
FQ_ DQ 


由 D@ 得 地 = 闻 ' 则 AFQDWAEPD, 从 而 人 FDQ= ZEDP. 

从 而 人 EDH= 人 FDH. 

【证 明 2】 过 A 作 1/BC, 延 长 DF、DE 分 别 交 ! 于 P、Q. 
于 是 有 





だ ご 


AP_AF AQ_AE 


BD FB'DC EC・ ① 

又 由 Ceva 定理 ,有 
AF BD CE_ 县 の 6 
FB DC. EA ! © 


1994.5 图 2 





の 本 解答 属于 黄 宣 国 ( 复 旦 大 学 ). 
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由 ①② 得 AP=AQ. 
从 而 有 人 APD 安 入 AQD. 


也 即 有 EDH= 人 FDH. 
【证 明 3] 如 图 以 DD 为 坐标 原点 建立 平面 直角 坐标 系 . 设 A(0.4a).B( 


HO EG) ,FE( 一 rs) ,其 中 breshsurvorws 均 为 正 实数 .显然 ,我 们 只 需 证 明 必 


b.0),.C(e,0), 








又 E.B、H 共 线 ,有 














ター ルー 
g 十 2 る 
加 一 外 ,得 
エー エ ) ニ ユキ ユエ ). 1994.5 图 3 
ん a な と 
下 
也 万 ah 十 c) 
从 而 4 。 1 1 が 一 の " 
ん a 
类 似 地 ,我 们 可 用 一 r,s, 一 c, 一 5 代替 u,v,b,c, 有 
s _ ahtb+e) 
r な co 一 ヵ )「 








从 而 卫 二 二 ,命题 得 证 . 
ur 
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第 27 届 加 拿 大 数学 奥林匹克 (1995) 





em ee 
1 设 /(z)= 可 和 5" 计算 和 
Cl YA) 7(1999 
/1996) + /C1996) 「 56 0 
【 解 】 注 意 到 
二 
Hl 
从 而 Pd n= 
因 ye 
gg + /I 





1994、_ 
71986) 一 719962 一 上， 


1995、。。 1 
ババ 566 ー バ 56 
以 上 各 式 相 加 , 知 原 式 一 1 一 997 二 
2 已 知 a,b,c 为 正 实数 ,求证 : 
a'b'e' abo). 


【证 明 1) 这 等 价 于 证 明 "0"c 三 (dpc) ”和 .因为 ap,c 完全 对 称 .不 失 一 般 性 , 设 a 
三 1. 因 此 


) テ 1. 








6 王 是 e 一 ち テ 0.6ー< テ 0・g 一 て テ 0. 井 是 え テ 1.- 





c 


> 
の < c 


> 





【证 明 2】 如 果 把 <. が .c 分 别 看 成 4,5.c 的 权 , 那 么 运用 几何 一 调和 平均 不 等 式 和 算术 
一 几何 平均 不 等 式 ,我 们 得 到 


“E> 
a 





由 此 立 得 < の ce6o の の 
3 ”如 果 一 个 四 边 形 任意 一 对 边 不 相交 , 且 有 一 个 内 角 大 于 180" ,那么 我 们 就 称 它 为 
“ 镖 形 ”如 图 所 示 ). 设 C 是 一 个 凸 y 边 形 , 将 C 划分 成 g 个 四 边 形 ,任意 两 个 四 边 形 不 重 
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本 (也 无 空 腺 ), 设 其 中 有 5 个 “ 侍 形 ", 证 明 ,9 之 6 十 :也 <. 

【证 明 j9 个 四 边 形 的 内 角 和 为 2gx. 这 些 四 边 形 有 一 些 顶 点 是 凸 ; 边 形 
C 的 顶点 ,在 这 些 顶 点 处 的 内 角 合 在 一 起 是 (s 一 2)x. 还 有 一 些 顶 点 在 凸 s 边 
形 C 的 内 部 或 边 上 . 

由 于 每 个 “ 镖 形 " 有 一 个 大 于 180 "的 内 角 , 称 之 为 优 角 ,显然 优 角 的 顶点 
不 是 凸 * 边 形 C 的 顶点 ,因而 一 定 在 C 的 内 部 . 这 样 C 内 部 的 顶点 至 少 5 个 ,在 这 些 顶 点 
处 的 内 角 和 是 2bx. 

sー2 


于 是 2gx 之 2br 十 (s 一 2)x. 从 而 gq 
4 ” 设 n 是 一 个 固定 的 正 整数 ,证 明 : 对 任何 非 负 整数 ,下 述 不 定 方程 


EE 


有 无 穷 多 个 正 整 数 解 (z) , 工 ; ，…， 工 , ; y). 
【证 明 ] 由 +t =] ,可 得 当 k=0 时 ， 


1995.3 图 


Ga i = nD 


为 一 组 解 . 
由 此 ,可 在 一 般 情况 下 构造 无 穷 多 组 解 , 令 < 一 Cn ,并 注意 到 对 任意 正 整 数 


の 有 
(eegatr23 十 (2ctgatr2)3 十 必 十 (nctgatt2)8 
= gD (la 十 2 十 .… 十 三 ) 
aa 


HH RID 一 (rpayattz 
= WR mg 


9 
MDC ze = Cg 2 vegxtaicg) 是 解 ,证 毕 . 
[评注] 本 题解 答 的 关键 在 于 构造 出 一 组 通 解 ,构造 的 方式 可 以 不 同 ,以 下 青 给 出 两 
个 不 同 的 构造 方法 ， 
【 别 证 1] 对 任意 正 整 数 9, 取 デー ター ペー エー が gy が 旧 
ER RR RD sD 一 yat. 
【 别 证 2】 若 =. 取 zi 一 o ,yy 一 个 , 即 为 一 组 解 ,对 于 w>1, 我 们 寻求 形 如 


Zo = y= 





=z 
的 通 解 . 则 有 
+ t= = 


3 ぁ エ 1ー(34 十 2)9 ら (3& 十 2 の 9 一 3 ヵ 三 1. 


E 
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最 后 一 个 等 式 的 一 组 通 解 为 一 3 十 2 ヵ ー(3& 十 2)7 十 (2 十 1)(z 为 非 负 整数 ). 从 而 
方程 有 无 穷 多 组 解 : 


Pn ep + Cet = 
= t= = nD =, 


5 设 x 为 区 间 (0,1) 内 一 实 参数 ,定义 


> 


/= 
VT A ET Th usz 和 1. 
数列 {u,} 如 下 递归 定义 : 
w= f(D),u = fu (n>1). 
求证 :一 定 存在 正 整数 ,使 得 0. 
〖 证 明 ] 易 见 一 1 一 u, 由 于 对 所 有 xzE[u,1],u<zx 且 1 一 x 人 1 一 ,我们 得 到 
1—(Vurt VO—w CD) 
=1—uz—(1—W) (1—z)—2 VuzCI 一 四 CI 一 z) 
一 zx 十 z 一 2uz 一 2 Vur(I—u (lx) 
<uv 十 z 一 2uz 一 2x(1 一 zx) 一 工 一 比 
因此 ， f(z)=0, 车 0<r<u， ① 
f(z)< ェ ーu, 若 u き zl1, 
若 4= 二 1 一 uw 之 wu, 由 四 ,有 二 f(w) 之 ww 一 4 二 1 一 2u, 简 单 归 纳 , 知 对 i 二 1,2,…,n， 
车 之 u, 则 
ur = fu Su ul— (n+lDu. ・ 
于 是 对 某 个 充分 大 的 必 可 使 w-，<x, 从 而 内 一 Fw- 0. 
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46 
第 28 届 加 拿 大 数学 奥林匹克 (1996) 
1 如 果 a,8,y 是 方程 一 z 一 1=0 的 根 , 求 1 2 十 + 人 人 


【 解 】 役 (>) ニア AE 
结论 可 得 如 下 结果 : 
ac 十 8+7y 一 0,ap 二 By 十 ya 一 一 1vagy 一 1. 


3 1+e 1+8 1+y 
1+a ,1+8 
于 1 





ーッ 3 一 2(e 十 8 上 ) 十 (g8 十 の 十 )e) 3 


{Lat 


2 求 方程 组 











的 所 有 实数 解 , 并 证 明 你 的 结论 . 
【 解 1 显然 ,r,y,z 均 为 非 负 实数 , 设 zx 一 >, 则 zx 一 





由 32ー ィ メー4 が 、 得 ェ ー0 或 
ーー ミコ 
1+4y I 


1 4z 
1 十 4z* 1+4z 


从 而 zy>z>>Z, 了 矛盾 ! 同 理 ,z 一 y 亦 可 推出 矛盾 , 故 只 能 zx 一 > 一 *, 故 而 原 方程 组 
仅 有 两 组 鲜 : 








设 rz>>, 则 有 y= 











Cr 一 (0,0,0) 或 (可 , 读 ， 地) 
【 解 2) 注 意 到 .x,y,z 非 负 ,把 方程 组 中 人 
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dr | 4y dx’ 


A to 











移 项 并 整理 ,得 


Z(2x 一 1) | y(2y—1)? 1 22z 一 1) -0 
1 十 4z2 1 十 4 六 1 二 42 に 





由 于 每 一 项 是 非 负 的 ,所 以 每 一 项 必须 是 0. 因此 每 一 个 变量 是 0 或 证. 经 验证 原 方程 组 





仅 有 解 + 二 


[ 解 3 显然 ,x,y,z 均 为 非 负 实数 , 易 知 若 ,yz 中 有 一 个 为 0, 则 必 有 一 y 一 < 一 0， 
不 妨 设 y* ニ 0, 三 式 相乗 , 有 


ED 
(CITA TAy TA) 7 
从 而 (1+4r)(1+4dy ) (1+14z)=64ryz. 


而 由 基本 不 等 式 ,有 
C142) (C144y ) (1+42) 4r. 4y* 4=647ry:, 
y 一 < 一 十 时 取 等 号 . 


从 而 原 方程 组 仅 有 两 组 解 : 





当 且 仅 当 z 一 


925 

3 gt 是正 整数 1,2,… 光 的 任 一 排列 . 设 f(n) 是 下 述 排列 的 数目 ,它们 满 
足 条件 

hal 

Cli)la;—a,- le2.i=1.2,.. .nn—1, 
试问 /(1996) 能 否 被 3 整除 . 

[ 解 我 们 把 满足 条 件 ( i ) 、( ii ) 的 排列 al vas wa, 称 作 项 正则 排列 ,对 于 个 数 
的 正则 排列 ,由 于 a 一 1, 故 us 一 2 或 3. 

(DD 车 a 二 2, 则 ua.…vav( 的 各 项 减 去 1 后 ) 是 ”一 1 项 的 正则 排列 ,其 个 数 
为 /Cn 一 1). 

(2) 车 as 一 3,qs 一 2, 则 必 有 a, 一 4, 故 a ,a;，…,a,( 的 各 项 减 去 3 后 ) 是 n 一 3 项 的 正 
则 排列 ,其 个 数 为 Fn 一 3)， 

(3) 若 心 =3,a 三 4, 设 a 是 该 排列 中 第 一 个 出 现 的 偶数 , 则 前 个 数 应 该 是 1,3， 
5.… 2k 一 1,ar11 是 2k, 或 2k 一 2. 因 此 ,a 与 a4-1 是 相 邻 整数 

巾 条件 (ii ) ,这 排列 在 w+, 后 的 各 数 ,要 么 都 小 于 它 , 要 么 都 大 于 它 , 因 为 2 在 ar-, 之 
后 , 故 us，…vas 均 比 ae 小 . 


《yz) 一 (0,0,0) 或 (了 
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这 只 有 一 种 可 能 , 即 先 依 递 增 次 序 排出 所 有 三 n 的 正 奇 数 ,再 接着 依次 递减 次 序 排出 


所 有 三 n 的 正 偶数 . 


综 上 ,有 递 推 关 系 
fnm= f(r— D+ fCn—3) ln>4. 


容易 算出 :f(1)= 二 1,/(2)==1,f(3) 二 2,f(4)=4, 各 项 模 3 的 余数 依次 为 
1,1.2.10,0,20,1,121… 


它们 构成 以 8 为 周期 的 数列 . 又 1996 王 249X8 十 4. 故 
f(1996)=f(4)=1(mod 3). 


故 1996) 不 能 被 3 整除 . 
4 巳 知 等 腰 へ 48C 中 ,AB=AC, と ZB 的 平分 线 与 AC 交 于 D, 且 BC 王 ぢ り 十 4P, 
求人 A. 
【 解 1】 在 BC 上 取 一 点 下 ,使 得 BE= BD, 则 EC=AD. 
由 角 平 分 线 定理 ,有 
AB_AD_EC 
BC DC DC 


又 CC 共用 , 故 AABCwAEDC. 
役 4B り ニン Cp りー の 、 吊 
ZCDE= ZDCE=20, 
ZBDE= ZBED=48, 
从 而 99=180°,9=20°, ZA= ZCED=59=100°. 
【 解 2] 设 ABD= 人 CBD=0, 对 人 ABD 和 人 BDC 利用 正弦 定理 ,得 到 


AD _ sing AD_ BC _ sin3g 
耳 万 一 xin46 和 1+BD ~ BD™ sin20° 











い sin の _ sin30 
所 以 1 十 sin46 一 sin26， 
化 简 , 得 sin46 十 sing 一 2sin3bcos20 一 sin50 十 sing. 


从 而 sin40= sin50. 注意 到 29<90", 则 50 一 180 "一 40, 从 而 9 一 20" ,人 A=180" 一 40 一 
59 王 100". 
5 役 玉 ar 是 给 定 的 mw 个 正 有 理 数 , 且 史 一 1. 对 任意 正 整数 ,定义 
の ニー る [zz]. 
求 f(n) 的 最 大 值 和 最 小 值 . 
其 中 [x] 表示 不 超过 x 的 最 大 整数 
【 解 】 m=n— る [zz] 
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ーー る za] 
A 
一 号 rm 一 [rz]) 


因为 0n 一 [rin]<1,k 三 1,2… mm, 才 0 の で か が. 又 Fn) 为 整数 , 故 0 志 f(n) 
<m—1. 


设 = 医 , 记 !=[6 bb 


取 ?一 和 , 则 rsl 为 整数 ,此 时 7 一 [7] 0, 大 面 (の 王 0. 
取 n=/ 一 1, 则 


fa-D= Bi nC nD) 
ー あ ロー ニカ ー1. 
综 上 ,f(n) 的 最 大 值 和 最 小 值 分 别 为 m 一 1 和 0. 
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第 29 届 加 拿 大 数学 奥林匹克 (1997) 


1 有 多 少 对 正 整 数 rz,y 満足 井 且 最大 公 釣 数 (x,y) 王 51, 最 小 公 倍数 [r,y] 
=50! ? 
【 解 】9 没 7 到 47 的 素数 从 小 到 大 分 别 是 pi ,ps，… pi:， 则 
5! 一 2 。31 5 站 
501 =2% .32 55 的。 
“x1501,y|1501, 故 x,y 具有 如 下 形式 ， 
20 
y=2" 0 3 #0 ph» 
其 中 ,maxin,,m,) 是 501 的 第 i 个 素 因 子 的 次 数 ,minfn; ,mi} 是 51 的 第 i 个 素 因 子 的 
次 数 . 
每 个 n(i 二 1,2,…,15) 的 选取 方式 有 两 种 , 故 x 的 个 数 为 2 . 当选 定时 .> 是 唯一 
确定 的 ,在 这 些 (zy) 组 中 有 一 半 满 足 sy, 故 满足 题 设 条 件 的 正 整 数 对 有 有 2 一 2 个 . 


2 闭 区 间 A=[0,50] 是 有 限 个 闭 区 间 的 并 集 , 这 些 区 间 的 长 度 均 为 1, 证 明 : 可 以 从 
中 去 掉 一 些 闭 区 间 ,使 得 剩 下 的 闭 区 间 互 不 相交 ( 即 交 集 为 空 集 ) ,并 且 总 长 度 宇 25. 

【证 明 ] 任 一 区 间 [z,z 二 1)(0 生 xz 和 49) 被 组 成 A 的 闭 区 间 获 盖 ,这些 长 为 1 的 闭 区 
间 中 必 有 一 个 左 端点 落 在 Lzr,z 十 1) 中 , 取 左 端点 分 别 属 于 

[0o,1),[2,3)，……,[24,2k 十 1)，…,[48,49) 
的 25 个 闭 区 间 , 这 些 区 间 的 右 端点 分 别 在 
[1,2).[3.4).…,[ 2 十 1,2k 十 2)，…,[L49,50) 

中 ,因此 它们 互 不 相交 ,并 且 总 长 为 25. 








RE っ 
3 求 下 55 タラ の 
【 和 正明 】 
も 
1999 * 
tk: Me 
x (oe 








@ 本 解答 属于 Deepee Khosla( 加 拿 大 )， 
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1。3 5 .1997 2 4 6 .、。1998 
i 6 1998 3 5 7 1999 
Se 55 
1999 1936 44? 
1997 _1 
1998 ~44・ 
4 己 知 平行 四辺 形 ABCD 内 一 点 O ひ 満足 40B 十 COD 一 180" ,求证 : 人 OBC 


テン ODC. 
〖 证 明 ] 沿 向 量 A 访 平移 和 ABO 到 ACDE, 则 有 四 边 
形 EOBC 为 平行 四 边 形 . 注意 到 
ZZDEC+ ZCOD 
LAOB+ ZCOD=180°, 
则 だ CO, 四 点 共 圆 . 








从 而 有 LODC 一 人 OEC 一 人 OBC. の 
NG 
5 将 和 式 pgst 成る 的 形式 、 和 時 2 の ) ,4(m) 是 的 整 系数 多 
各 
项 式 . 
Cie 


【证 明 ] 原 式 一 之 RT RT CRT) 
3 Ss RC HOR) 
EL CT27CT3)CT47 
SO io Eh Ds ER | 
(に (GT わ 1 oil (KT すわ! mE) 
人 
(tT nt) rit mr) 
ee 
Dt 2 (人 OT Cy 


I 
M 








让 
让 4 


1 ぶ EE Ls 
eff 2 (ュー Ga ュー 


i 
注意 到 2 (一 1YC4 ロー1 わ "0、 


2) (一 DC 和 4 テロ ー127 け 0。 


た 3 





a 
(n+ D+ 一 CC 全， 


Ge 寺 が (一 1 キ C ロ ュー ビュ ュ Gi oD 
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1 
(z 士 1)(z 十 2)(z 十 3)(z 十 4) 


(i tt tT 
6 6 


则 有 原 式 一 





っ で テッ 
2Cn 二 3) (n+4)" 
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第 30 届 加 拿 大 数学 奥林匹克 (1998) 


1 求 満足 下面 方 程 的 笑 数 <: 


eo esl 
其 中 [z] 表 示 不 超过 > 的 最大 整数 . 
【 解 139 由 ェ ー1<[z]SSz, 可 得 


<>( 呈 一 0) 十 (号 Dy 





5 30 
ao< 呈 + 号 十 和 = 下 
解 得 0<a<90. 
又 由 方程 知 a 是 非 负 整数 , 故 
> P+ + 

eS<59. 

由 题 设 可 知 。 { 号 } 十 { 号 } 十 { 喇 } = 而 <- 
EC = すす (= っ すっ 信人 麗美 有 2X3X5 一 30 个 


又 15i 十 10j 十 6k(i 二 0,1,j 二 0,1,2,k 二 0,1,2,3,4) 是 方程 的 解 . 所 以 ,a 二 15i 十 10j 
+6k(i=0,1,j=0,1,2,k=0,1,2,3,4). 


【 解 21@ 由 条 件 式 知 a 为 整数 , 设 4=30k 十 r(k,rEZ 且 0<r 过 29). 则 
[$=15+[ 5]'[$]=10+[ s+[ |. 
代入 方程 ,并 化 简 得 ーー [5]. 


易 知 ,每 一 个 ~, 对 应 着 一 个 整数 4, 也 即 每 一 个 ~ 对 应 着 方程 的 一 个 解 ,从 而 本 题 的 
解 为 


e=30A+r& ニ ッ ー| 方 [5] ,r 一 0,1,2,…,29). 
2 在 实数 范围 内 解 方程 








@ 本 解答 属于 伍 能 . 
@ 本 解答 属于 David Arthur(Upper Canada College, Toronto, ON). 
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je 二 >0， 
【 解 1] 由 得 ェ テ 1 
11ーー ッ 0 
| 一 
又 ① 
故 有 
即 ; ©® 
①+②、 得 
两 边 平方 并 化 简 , 得 
了 一 223 一 2 十 27 十 1 一 0， 
也 即 ( 妇 一 r 一 1) 一 0 之 也 一 一 1 一 0 一 一 六 1( 负 根 会 去 ). 
【 解 2} 显 然 x 二 0, 两 边 平方 ,得 
デー ビー エキ) キロ ー エ ) 二 2 。/(ー も ロー ユエ) 
x 可 过 
移 项 , 通 分 ,整理 ,得 
ーー ェ +2= 2 5 一 zx 二 1 
从 而 一 
即 (ソー ゼー ェ 二 1ー 1)* 王 0・ 
从 而 于 
则 有 居 一 屏 一 z 二 1=1, 即 习 一 翌 一 xz 一 0, 故 也 一 z 一 1 一 0. 
解 之 得 ,x 一 起 堪 ( 负 根 会 去 ). 0 
【 解 3] 由 题 设 易 得 + 之 1, 如 图 , 取 同一 直线 上 连续 三 点 ウ 1 
A,D,B, 使 得 4Dー、1ー 上,DB ニ テー 上 、 作 AB 的 垂 线 
Ni パテ ー テ し i 
DC ,使 得 DC 元, 则 由 多 股 定理 得 ,AC 一 1,BC 一 V5, 且 由 
攻 


1998. 2 图 
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题 设 知 AB 二 x, 在 八 ABC 中 , 设 AC 边 上 的 高 为 h, 则 由 
ww = 去 AB "CD= 寺 AC h， 





了 こま NT 





从 而 A=vz 一 BC, 故 BC1AC、 ン ACB 一 90". 


让 二 1( 负 根 会 夫 ). 





即 有 二 x 十 1, 解 之 得 z= 


3 巳 知 自然 数 ヵ 有 2. 求 正 : 


1 1 
SB と 


【证 明 1] 原 不 等 式 等 价 于 











2 
1 


1 41 1、、 2ntl あの) 
ey We TT ae 








1 


1 
后 1 十 到 二 


に 1 


1 1 1 1 
es 二 
+ 元 っ AS 3 二 








i ee 1 
ee i 
i TT RRO NT EN 


上 面 这 个 不 等 式 显然 , 故 原 不 等 式 成 立 . 
【证 明 2 注意 到 











① 
又 
故 ② 
将 @ 代 入 中, 得 
は すす ー 
> エエ (キナ エキ ナー… ト テ う 二 (+ エ ナナ テツ 
a 
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及 醒 ロナ トキ ナー キテ の > エエ ( す + キキ …+ キ + . 

4 在 三 角形 ABC 中 ,人 BAC=40", 人 ABC=60",D 和 下 分 别 是 边 AC 和 AB 上 
点 ,使 得 亿 CBD 一 40" ,一 BCE 一 70",F 是 直线 BD 和 CE 的 交点 .证 明 :直线 AF 和 直 
BC 垂直 . 

【证 明 1) 易 知人 BCA==80*, 人 BCF=70", 设 和 BAF=60, 由 角 元 塞 瓦 定理 知 


sin ズ CAF sin ン ABF sin ン BCF_ 
sin ン BAF sin ン CBF sin ン ACF 
即 sin(40" 一 9) , sin20° , sin70° -1 
sing sin40° sin10" 
注意 到 sin70" 一 cos20",sin40* 一 2sin20"cos20", 则 有 
2sin10°sing= sin(40°—0) 一 sin40"cosb 一 singcos40”. 
sin40" sin40* 
2sin10" 十 cos40" 2sin10" 十 cos(30" 十 10) 
sin40° 





1. 





所 以 ,tanb 一 








2sin10° 十 将 cos10" 一 圭 sin10* 
sin40° と sin40* V3 


= 
Ssinto Scosio” Vasin(10°+30") 





从 而 9=30", 则 AFLBC. 

【证 明 2】 首 先 sin80" 一 2sin40"cos40” 
=2sin40°cos(60°—20°) 
=2sin40°(cos60°cos20°+sin60°sin20°) 
一 sin40"(cos20* 十 V3sin20?) ， 

、 sin80" 一 sin40*cos20” 
記 以 一 gin40°sin20° MA 
如 困 所 示 ・ 不 妨 役 へ ABC 的 外 接 加 半径 为 二 , 则 BC=sin40°, 
AB 一 sin80". 
易 知人 BFC 一 70" 一 人 BCF, 故 
BF 一 BC 一 sin40". 
作 GF LAB, 垂 足 为 G, 则 
BG= sin40°cos20°,GF = sin40°sin20°, 


AG_AB—BG_ 5 1998.4 图 


此 即 GF GF 
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所 以 ,BAF=30". 于 是 4F」BC. 
【证 明 318 设 BC=1, 分 别 在 人 ABC 和 ABCF 中 用 正弦 定理 ,得 AB 一 于 





sin60" ,BF 一 sin70” CR sin40” 而 
sin405 in70 一 sin705， 
AF LBCSAB’ =~AC? =BF? — 
sin‘80°—sin?60° _ sinz70* 一 sinz40* 
sinm40" sinz70" 














(cos120°—cos160°) (cos80°—cos140°) 








sin’40° sin’70° 
ssin140°sin20° ーsin110"sin30* 
sin*40* sin?70° 
>sin40°sin30°= sin20°sin70° 
>sin40°= 2sin20°cos20°, 
这 是 显然 的 , 故 命题 得 证 . 
5 设 m 是 一 个 正 整数 ,数列 (a,) 定 义 为 : 


ao 一 0,ai ma =m a, 一 g。- ュ カテ 1. 
证 明 : 一 个 有 序 非 负 整数 对 (a,5)( 其 中 ae 一 蕊 是 方程 思 士 包 一 mu 的 解 的 充分 必要 条 


ab 十 1 
件 是 @, の 具有 (gg.+」) 的 形式 , 其 中 ヵ 之 0. 
【证 明 】 首 先 我 们 用 数学 归纳 法 证 明 : 


对 任意 >0、 都 有 -2 エ 2 一 mn。 


gg tl 











= ait+at _0+m 2 
PT i 


假设 当 一 At>>0) 时 结论 成 立 , 也 即 有 - 季 二 4 本 一 me, 则 


时 十 ai 一 maktati 十 ma ， 


从 而 alntm'alr —2m a +a =m +mairs maar 
即 ah 十 (azatri 一 Qt) 一 mm +m a (ma —as) 
由 递 推 关系 ,得 ain talrs =m: +masrsasrz 
2 2 
ain tai 
也 即 十 al 0 


ah+iQt+z 十 1 





@ 本 解答 属于 王 卫 华 (( 数 学 竞赛 之 窗 ) 编 辑 部 ). 
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+ 


综 上 ,结论 对 任意 "之 0 均 成 立 , 也 即 对 任意 "之 0, (as,a+i) 为 方程 二 


的 解 . 
其 次 ・ 我 傍 明 方 程 二 ーr(O ご の 的 任 一 和解 均 具 有形 式 (erg. 


設 e. の (e の 方 本 エ テ ーー 的 一 组 解 , 则 必 有 a 之 m. 

反 设 0<a<m, 把 上 面 的 方程 写成 关于 b 的 一 元 二 次 方程 的 形式 ， 
fP—(m'a)b+ (a —m:)=0. 

设 这 个 方程 的 另 一 个 根 为 ,由 刷 达 定理 ,得 





i 











1 ① 
bb=a’ —m’ © 
由 中 知 ,b, 是 整数 ,由 @@ 知 ,b, 二 0, 于 是 b 为 负 整 数 ,从 而 
th? 
m’ = の 2 の <0, 


矛盾 ,所 以 a 之 m. 

而 由 上 面 过 程 来 看 ,只 要 m<a<b,b 总 可 以 用 另 一 个 正 整数 六 取代 ,并 且 忆 2 一 性 一 
ma2<az<ab, 所 以 六 一 a. 

这 样 ,由 对 称 性 ,一 组 解 Ca,b) 就 可 以 用 (ba) 来 蔡 代 了 ,此 处 乌 一 maza 一 入. 

这 一 过 程 不 可 能 无 限 地 进行 下 去 ,而 由 上 述 论证 知 ,最 后 总 能 化 到 (0,m) 这 组 "基本 
解 ”. 以 上 每 步 都 可 以 逆 推 的 ,最 后 便 知 (a,6) 必 定 是 数列 {a,} 的 连续 两 项 . 
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第 31 届 加 拿 大 数学 奥林匹克 (1999) 


1 求 方 程 4< デ 一 40[z] 十 51 三 0 的 所 有 实数 解 . 

这 里 [z] 表 示 不 超过 x 的 最大 整数 . 

〖 解 } 由 题 设 得 40[z]=4z* 十 51. 

由 zx 一 1<[zx]<z 可 得 
40(x—1)<4r’+51<407 
4 デー40 ェ 十 91 つ 0, 
(i 
(2x—13)(2z—7)>0, 
の ee 


(の 当 す < ェ < す 時 ,[z]=1 或 2 或 3. 
若 [z]=1, 则 4z 十 51 一 40 一 4z2 一 一 11 不 可 能 ; 


若 [2] 一 2, 则 4951 一 80 ラ ァ ー マ 2 ,符合 是 设 ， 

车 [zx]=3, 则 4 +51=120>z= D> っ = 二 4, 蔬 盾 . 
(2) 当 也 <z< 世 时 ,[z]=6 或 7 或 8. 

若 [x]=6, 则 4z? 十 51 一 240 过 x 二 Re ,符合 题 设 ， 


车 [x]=7, 则 4z* +51=280>z— 3 ,符合 题 设 ， 








若 [z] 一 8, 则 4z 十 51 一 320=>x 一 立 28 ,符合 题 设 
综 上 ,方程 的 实数 解 为 < 一 2， 188 y229 y269. 
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2 已 知 正三 角形 ABC 的 高 为 1, 一 个 半径 为 1 且 圆 心 与 C 存 AB 同 侧 的 圆 沿线 段 
AB 滚动 . 

证 明 : 该 圆 在 三 角形 ABC 内 的 弧 长 为 定 值 . 

【证 明 1] 设 AC 延长 线 交 OO 于 已 ,BC 交 ©O 于 DD. 如 图 , 易 知 


ocVAB, 则 4 过 
ZBCO=ZCBA=60°, \/ 
LECO= ZCAB=60°. 


所 以 , ン BCO ニ ン ECO. 
注意 到 OC 所 在 直线 为 OO 的 对 称 轴 , 则 D,E 两 点 为 关于 OC 
对 称 的 两 点 ,从 而 CD=CE， 


1 1999.2 图 
故 LCED= ZCDE= FLACD=30°. 


则 @O 夹 在 AABC 的 弧 DP 的 长 为 2rX 一 本 为 定 值 ， 


【证 明 2】 易 知 CO/4, 以 C 为 原点 ,CO 所 在 直线 为 x 轴 , 建 立 平面 直角 坐标 系 , 则 


一 二 ,1),B( 工 ,1), 设 O(a,0), 则 @O 方 程 为 


1 
Sy 


(zr—a)’+y=1, 
由 题 设 OO 在 AB 上 滚动 , 则 一 与 Se<< 占 ,CA,CB 方程 分 别 为 ?一 一 VSz 与 ?一 
ysz. 


将 以 上 两 直线 分 别 与 OO 方程 联 立 , 解 得 
_Q 十 V4 一 3a: 2 
oS ーー クー 
从 而 IPFI' 一 (zo 一 zs 十 (VSzo 一 (一 VSzr)) 
_4—3a ，3az 
tr i 
所 以 DF=1,OD=OF, 故 人 ODF 为 正三 角形 . 则 


全 一 本 .1= 呈 为 定 值 


3 试 求 所 有 满足 方程 a=(d(n))* 的 正 整数 ヵ , 送 里 d(x) 表示 ”的 正 因数 的 个 数 . 
【 解 】 显 然 "一 1 是 方程 的 一 个 解 . 


当 n>1 时 , 设 n=p? p28… pr ,其 中 ,pp ,PpP.，… ,ps 是 不 同 的 素数 ,a, 为 正 整数 ,注意 
到 d(n) 是 整数 , 则 n 必 为 完全 平方 数 ,从 而 ai 均 为 偶数 , 记 a;=2B.(1<i 和 <m), 则 
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d(n)= (28,+1)(2B 十 1)…(28.。 十 1). 
显然 d(n) 为 奇数 , 则 n 也 为 奇数 . 从 而 p; 宇 3(1 志 i 过 m). 则 
操 旋 … 拘 一 (28 十 1)(2p 十 1)…(28。 十 1)， 
以 下 先 证 一 个 引 理 : 
对 任意 正 整 数 t: 和 pp(p 宇 3), 均 有 pp' 宇 2 十 1, 当 且 仅 当 记 二 3,t 二 1 时 取 等 号 . 
引 理 的 证 明 :我 们 对 上 进行 归纳 . 
当 t=1 时 ,由 p 宇 3 得 p=3: 之 2，1+1. 
設 当時 命題 成立 , 即 が 之 2 十 1. 
则 当 :一 十 1 时 
が りー が ・ ヵ 学 3 が が 十 2 が が 十 2 
三 24 十 1 十 2 一 2(& 十 1) 十 1. 
即 当 :一 十 1 时 ,命题 成 立 . 
综 上 ,对 任意 正 整数 +, 均 有 pp' 宇 2 十 1, 当 且 仅 当 p 二 3,1 二 1 时 取 等 号 , 引 理 得 证 . 
回 到 原 题 ,注意 到 p, 宇 3(1<<i<m), 则 成 宇 2B 十 1, 且 当 p,>>3 时 ,有 所 >2B. 十 1, 从 
而 ,车 存在 p>3(1<i<m), 则 
失掉 …… 拘 二 (28 十 1)(2 克 十 1)…(28。 十 1). 
故 只 能 m=1,p1 二 3,pB 二 1, 即 n= 二 3 二 9. 
综 上 ,适合 方程 的 正 整 数 n 仅 有 1 和 9. 
4 已 知 {a ,as，… ,as) 为 集合 S=={1,2,…,17} 的 一 个 8 元 子 集 . 
(1 ) 证 明 : 存 在 正 整数 上 ,使 得 方程 a 一 a; 一 k(1<i,j 二 8) 至 少 有 三 组 不 同 的 解 ; 
(ii 给 出 一 个 7 元 子 集 , 使 得 对 任意 正 整数 人 ,方程 a 一 a, 二 上 均 不 存在 三 组 不 同 
的 解 . 
(1 [证明 1】 不 妨 役 a 过 a: 之 …<<as, 记 di 二 ait1 一 ai(i=1,2,…,7) ,假设 不 存在 满 
足 题 设 的 整数 k, 则 在 d; 中 至 多 有 2 个 1,2 个 2 和 2 个 3( 否 则 ,所 求 方程 将 有 三 组 不 同 
的 解 ), 注意 到 
16 =17—1>as —a 
一 (as 一 oj) 十 (ao 一 as) 十 … 十 (w 一 ai) 
1 十 1 十 2 十 2 十 3 十 3 十 4 一 16. 
这 表明 ,7 个 差 数 di ,dz ,…,d 中 恰 有 2 个 1,2 个 2,2 个 3 和 1 个 4. 考 察 这 7 个 差 数 的 
排列 情况 ,由 于 已 经 有 2 个 2,2 个 3 和 1 个 4, 所 以 
《1) 两 个 1 不 能 相 邻 ,1 和 2 也 不 能 相 邻 
(2)1 和 3,2 和 2 至 多 1 组 相 邻 . 
这 样 我 们 只 能 排 成 如 下 两 种 形式 (或 其 对 称 形式 ) : 
(EA 
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C= 
横 线 上 的 数字 为 两 个 2,1 个 3. 

对 于 (a), 由 (2) 两 个 2 不 相 邻 , 故 只 能 为 1,4,2,3,2,3,1, 显 然 有 3 组 相 邻 之 和 为 5， 
矛盾 . 

对 于 (b) ,由 (2) 两 个 2 不 相 邻 , 故 只 能 有 1,4,1,3,2,3,2, 同 梓 会 出現 3 组 5, 矛 盾 . 

从 而 , 必 存 在 正 整数 &, 使 得 方程 s, 一 ai 一 * 至 少 有 三角 不同 的 解 . 

【证 明 2] 不 妨 设 る 一 ao <… <as ;iE di =aisi a (G152 7) bai —ai (i=1, 
2,…,6) 共 13 个 数 , 若 不 存在 满足 条 件 的 上 , 则 这 13 个 数 中 至 多 有 两 个 1 ,两 个 2, 两 个 3， 
两 个 4, 两 个 5, 两 个 6, 从 而 


a + Do: >2. (1+2+3+4+5+6)+7>49. 0 
RO 

又 a+ = 2 の em ューg) 十 2) (es 一) 
に 各 Et 


=(as—a) + (as ta 一 gs 一 g ) 
一 2(as 一 ai) 十 (a? 一 az) 
2 (17—1)+(16—2)=46. 
与 矛盾 ! 

综 上 ,存在 正 整数 上 ,使 得 方程 a, 一 a; = 至 少 有 三 组 不 同 的 解 . 

CID【 解 】 考 察 S 的 7 元 子 集 4A=11,2,4,7,11,16,17}, 它 的 21 对 元 素 的 差 值 共有 
1,3,5,6,9,10,15 各 两 个 ,2,4,7,12,13,14 各 1 个 ,没有 3 个 差 数 有 相同 的 值 , 故 A 即 为 
一 个 所 求 子 集 . 

【 注 ] 问 题 (ii ) 中 不 同 的 选 法 有 很 多 种 ,如 {1,2,3,5,8,12,17} 亦 合乎 要 求 . 


5 非 负 实 数 zx,y,z 满足 z 十 ?十 z 一 1, 求 证 ， 


デッキ アオ ジテ 


SI 


并 确定 等 号 成 立 的 条 件 . 
【证 明 ] 记 /(z,y,z) 一 x?y 十 y?z 十 z*X, 不 妨 设 + 宇 y,z, 则 


/( ェ z+ ラッ + る) — f(z,y,2) 
= (EF) (TF) rtet En 


ts 
3927 一 了 ) 二 营 (x 一 +) 十 于 + 第 之 0. 


从 而 za) 福 /Cr 十 于 ,3 十 去 ,0) 
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2 2 
一 (< 到) (G+39=( す 日 -( サ る] 
ー ど ロー の 4・ テ ・ テロ ー の (人 t= ェ z+ る ) 
テト を + ロー の 
“| = 夯 . 
当 且 仅 当 竺 1 一 + 即 一 也 且 z=0 时 取 等 号 . 


即 zー す ッ ー す ーー0 时 ,等 号 成 立 (由 对 称 性 ,zy,z) 一 [0, 人 二) ,( 主 ,0 之 ) 时 
等 号 也 成 立 ). 
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第 32 届 加 拿 大 数学 奥林匹克 (2000) 


1 中 午 12:00,Anne,Beth 和 Carmen 从 同一 地 点 沿 着 300 米 长 的 环形 跑道 跑步 . 
每 人 匀速 地 在 无 限 的 时 间 内 以 两 种 可 能 的 方向 奔跑 . 证 明 :如 果 Anne 的 速度 不 同 于 其 他 
两 人 ,那么 在 以 后 某 一 时 刻 ,Anne 与 其 他 两 人 至 少 保持 100 米 远 的 距离 (这 里 “距离 ”是 
以 离 二 者 较 近 的 弧 长 计算 的 ) 

【证 明 1 考虑 三 人 的 相对 速度 ,我 们 可 以 假定 Anne 的 速度 为 0,Beth 的 速度 不 小 于 
Carmen,Carmen 的 速度 为 正 . 如果 Beth 的 速度 不 及 Carmen 速度 的 两 倍 ,那么 当 Car- 
men 跑 完 100 米 时 ,二 人 离 Anne 至 少 100 米 远 ;如 果 Beth 的 速度 超过 Carmen 速度 的 两 
倍 , 那 么 当 Carmen 跑 的 路 程 在 100 一 200 米 之 间 时 ,Beth 所 跑 的 路 程 超过 200 米 , 这 一 段 
路 程 中 有 一 部 分 离 Anne100 多 米 ,那么 在 这 一 段 路 程 的 某 一 时 刻 , Beth 和 Carmen 离 
Anne 都 至 少 100 米 远 . 


为 0. 设 Beth 的 速度 不 小 于 Carmen,Beth 用 了 上 秒 的 时 间 跑 完 200 米 .那么 无 限 集 T= 
{2t,4t,8t，,…} 的 各 时 刻 ,Beth 离 Anne 恰好 100 米 .在 上 时 刻 ,Carmen 跑 的 路 程 为 d 
米 , 则 0 一 dx 过 200. 设 上 是 满足 2':4 宇 100 的 最 小 整数 ,那么 三 0, 且 100 达 2*d 夺 200. 因 
此 ,在 时 刻 2:+ ET 下 时 ,Beth 和 Carmen 离 Anne 都 有 至 少 100 米 远 . 


2 数列 ci ,as ,…,aio 是 整数 1901,1902,…2000 的 一 个 排列 . 定义 部 分 和 数列 
Si 一 ai ,S: 一 ai 十 at,Sw 一 ai 十 cz 十 … 十 aim。 
车 数列 {5,} 中 每 一 项 S,C1s<z<<100) 均 不 被 3 整除 , 则 满足 条 件 的 数列 {a,} 有 多 少 个 ? 

【 解 】 信 (1901,1902,…,2000) 三 R。U Ri UR. 这 里 R, 里 的 任意 元 素 模 3 同 余 于 iCi 
二 0,1,2). 则 |R。|=|R,|=33, |R,|=34. 

由 于 任 一 个 排列 *= (a ,az ,…，ae ) 的 部 分 和 是 否 被 3 整除 由 排列 一 (au っ 
a'1oo) 的 部 分 和 所 决定 ,其 中 a 是 a; 模 3 的 余数 (共有 33 个 0,33 个 1,34 个 2). 因为 
的 部 分 和 仅仅 依赖 于 其 余数 构成 的 数列 s". 欲 使 中 每 一 部 分 和 均 不 能 被 3 整除 , 则 由 s 
中 67 个 1 和 2 构成 的 数列 应 为 1,1,2,1,2,…1,2 或 2,2,1,2,1,…,2,1. 但 |R;|= |R,| 
十 1, 故 只 有 第 二 种 情形 才 可 能 . "中 的 33 个 0 除了 a 子 0. 可 放 在 其 他 任何 地 方 ,这 样 有 


991 
33! 66! 





C3= 
种 方式 . 因此 ,满足 条 件 要 求 的 数列 共有 
_991 331 34! 


C3・33! ・33! ・341 = 661 "Ps 
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3 设 4 一 (aaz,…，*azo} 是 一 个 整数 数列 ,其 中 aiE[ 一 1000,1000]. 若 a 十 az 十 
… 十 azxoo 一 1, 求 证 :存在 A 的 一 个 非 空子 数列 ,其 和 为 0. 

【证 明 ] 若 a 二 0(1<i<2000) , 则 集合 {a,} 即 为 满足 条 件 的 子 集 ,下 设 g, 学 0. 

令 B 三 (4 ,6b;，… ,bsooo) 是 数列 A 的 一 个 重 排 数 列 , 其 中 6b. 取 自 4, ム 0 ご 0。 上 且 対 
每 个 ;一 2,3,…,2000, 的 符号 与 5S, ,==b 十 bs 十 … 十 b:-1 相 反 ( 可 假定 每 个 S,_, 尖 0, 否 
则 问题 得 证 ). 

我 们 可 证 这 样 的 B 是 存在 的 . 事实 上 ,由 于 ai 十 a 十 … 十 azoo 二 1, 因此 ,A 中 每 一 次 
挑选 后 剩 下 来 的 项 之 和 或 者 为 0, 或 者 与 5,-, 有 相反 的 符号 ,所 以 每 一 个 这 样 的 5b, 总 是 存 
在 的 . 

由 以 上 定义 可 知 ,每 个 S, ,S;,… ,Szooo 都 属于 区 间 [ 一 999,1000] 中 的 1999 个 非 零 整 
数 中 的 某 一 个 . 由 抽 民 原理 知 ,至 少 有 两 个 是 相等 的 , 设 S = 一 S4(1 委 j 一 k 委 2000) ,这样 
ちゃ 十 ち > 十 … 十 & 三 0. 证 毕 . 


4 凸 四辺 形 ABCD 满足 
ZCBD=2ZADB, ZABD=2ZCDB,AB=CB. 
求证 :AD= CD. 
【证 明 1] 以 B 为 圆心 ,通过 A 和 C 作 圆 与 DB 的 延长 线 交 于 
P. 则 


LCPD= 计 LCBD= 人 人 ADB， 


LAPD= 寺 LABD= 人 LCDB， 


于 是 ,四 边 形 A PCD 为 平行 四 边 形 . 
所 以 PD 平分 AC ,BD 是 等 腰 作 ABC 的 角 平分 线 , 于 是 有 


ン 4DB ニ テン CBD ニ テン 4BD ニ ン CDB. 


所 以 DB 是 ADC 的 平分 线 , 又 DB 是 AADC 的 底辺 的 中 
线 ,所 以 ,AAADC 为 等 腰 三 角形 , 则 AD= CD. 2000.4.1 图 
【证 明 2】 没 ZABD 的 平分 线 交 AD 于 EE, 人 CBD 的 平分 线 交 CD 于 下 , 则 
LFBD= ZBDE, ZEBD= /BDF, 
所 以 BE// FD,BF// ED. 从 而 BEDF 为 平行 四 边 形 , 且 BD 交 EF 于 中 点 M. 
另 一 方面 , 因 BE 是 角 平 分 线 , 故 有 
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由 条 件 AB 一 CB 得 人 一 ,从 而 EF//AC. 8 


所 以 人 DEF の ADAC. A 
由 上 证 知 BD 交 AC 于 中 点 N, 又 因为 人 ABC 是 等 县 三 角 。 
形 , 所 以 ACLBD, 从 而 ANAD,ANCD 都 是 直角 三 角形 , 且 有 が F 
一 条 直角 边 是 公共 的 , 则 ANADSANCD, 从 而 AD=CD. 





5 已 知 实数 al ,az,，…，aio 满 足 
Ql 之 qz 之 "之 qiwm 之 0， 
ai +azx100, 
gi 十 g4 二 … 十 gse 100. 
求 十 中 十 … 十 afwo 的 最 大 值 ,并 求 出 达到 最 大 值 时 的 数列 zi ,az，… ,aioo、 
【 解 ] 因 为 a 十 as 十 … 十 aiwm 志 200, 所 以 
Qf 十 3 十 … 十 afoo 
委 (100 一 as) 十 加 十 中 十 … 十 afoo 
=100? 一 200as 十 2o 十 a3 十 … 十 afco 
委 100: 一 (ai 十 az 十 … 十 atoo)az 十 2q3 十 性 十 … 十 aioo 
一 100? 十 (可 一 alaz) 十 ( 雪 一 aaaz) 十 … 十 (Caioo 一 awsaz) 
一 1002 十 (az 一 al)az 十 (as 一 az)a: 十 … 十 (am 一 az)axm， 
因为 a >az >… 人 ai >0, 
所 以 (as 一 a )as,(as 一 az)as… (ao 一 az)am 均 非 正 . 
所 以 十 中 十 … 十 afoo 志 10000, 且 等 号 成 立时 当 且 仅 当 
a; =100—az sal 十 az 十 … 十 ay% =200, 
及 (az —a,)az » (a; —az2)as (a —ar)as (ai00 —as )awoo 都 为 0. 
因 妨 cz テテ … 演 co 之 0, 最 后 一 个 条 件 成 立时 当 且 仅 当 ;之 1 时 ,wa 一 az 一 
一 a, 且 aa 
车 ;一 1, 则 达到 最 大 值 时 的 数列 为 100,0,0,…,0; 
车 i>2, 则 由 ai 十 a 二 100, 有 i 一 4, 于 是 对 应 的 数列 为 50,50,50,50,0,0， 
综 上 ,中 十 对 十 … 十 ai 的 最 大 值 是 10000, 达 到 最 大 值 时 的 数列 为 100,0， 
50,50,50,50,0,0,…,0. 


D 


2000.4.2 图 





一 ao 一 0. 
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第 33 届 加 拿 大 数学 奥林匹克 (2001) 


1 给 定 整 系数 二 次 函数 f(x) ,满足 以 下 条 件 : 
(1) f(z) 的 各 系数 之 和 为 素数 ; 
(2) 方 程 f(x) 二 0 有 两 个 不 相等 的 正 整 数 解 ; 
(3) 存 在 正 整数 +, 使 得 f(1) 一 一 55. 
(i) 求证 :方程 f(z) 的 较 小 根 为 2; 
( ii ) 求 方程 f(x)==0 的 较 大 根 . 
(i 这 证 明 】 设 方程 f(x) 一 0 的 两 根 分 别 为 R 和 J 了 (R>J>0), 则 
jz) 一 a(z 一 R)(z 一 ]) 一 az 一 a(R 十 Jz 十 aRJ 
从 而 各 项 系数 的 和 为 
4 一 a(R+J) 十 aRJ 一 a(R 一 1)(J 一 1). 
注意 到 a(R 一 1)(J 一 1) 是 素数 , 且 ニニ 0, 出 必 有 
a 二 1,] 一 1==1,R 一 1 为 素数 . 
故 a 二 1,J 二 2, 即 方程 的 较 小 根 为 2. 
Ci )【 解 】 由 (1) 知 , f(z)=(zx 一 R)(z 一 2). 
注意 到 /(1)= 一 55== 一 5。11=(t 一 R)(t 一 2), 且 R>2, 故 1 一 R 一 定 是 负数 . 我 们 有 
下 列 四 种 情况 : 
(a)t—R=—55,¢—2=1>t=3,R=58; 
(b)tr—~R=—1l,t—2=5>t=7,R=18; 
(tr—R=—5,t—2=ll>t=13,R=18; 
(d)t—R=—1,t—2=55=>t=57,R= 58. 
因为 R 一 1 是 率 数 ,所 以 只 有 (b),(c) 符 合 要 求 ,因此 R==18. 


2 将 一 10 到 10 填写 到 如 下 图 所 示 的 方 格 中 ,每 个 方 格 均 被 染 成 红色 或 白色 ,红色 
方 格 中 的 数字 之 和 为 x, 莫 林 把 一 个 代 币 放 在 方 格 0 上 ,她 扔 硬币 10 次 , 每 次 扔 出 人 头 ， 
就 把 代 币 向 右 移动 一 格 , 扔 出 字 , 就 把 代 币 向 左 移动 一 格 . 最 后 代 币 落 在 红色 方 格 上 的 概 


率 为 有 理 数 全 (4,5 为 正 整数 ,Ca,5) 一 19, 且 a 十 一 2001). 求 的 最 大 可 能 值 . 
C09 10|1]2]3[41516]718[9[10} 






































@ ” 原 题 中 无 此 条 件 , 参 赛 同学 给 出 了 两 种 不 同 的 解答 ,具体 参看 评注 . 
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【 解 ] 经 过 10 次 扔 硬币 后 , 代 币 落 在 方 格 2 を 一 10 上 ,k 是 扔 出 人 头 的 次 数 . 由 于 总 共 
有 2 一 1024 种 结果 ,而 扔 出 上 次 人 头 的 结果 是 Ct。 种 , 故 代 币 最 后 落 在 方 格 2 を 一 10 的 概 


率 是 1 从 而 最 后 落 在 红色 方 格 的 概率 是 1054 ,这 里 < 是 下 列 11 个 数 中 部 分 数字 的 和 


Ci ,Cla , Cho ,Clo ,Cho ,Ci Ci , Clo Ci Ci ,CI 
=1,10,45,120,210,252,210,120,45,10,1. (1) 


由 题 知 作 一 J054 (a,b)=1,a+b=2001. 


1024 
因为 0< を <1,g 十 6 一 2001 ; 故 1001S<2001. 又 1024, 故 


b=1024,4a=c=2001 一 1024 二 977. 

(1) 中 数字 和 为 977 只 有 一 种 情况 

977 三 10 十 10 十 45 十 120 十 120 十 210 十 210 十 252. 2 

(这 很 容易 得 出 ,因为 1024 一 977 一 47 ,而 47 一 45 十 1 十 1). 

要 使 值 最 大 ,必须 按照 下 列 方法 染色 : 

正 奇数 所 在 方 格 染 红 色 , 负 奇数 所 在 方 格 染 白色 . 

又 252 一 Cio 在 和 式 (2) 中 , 故 方 格 2・5 一 10 三 0 也 染 红 色 . 

对 k=0,1,2,3,4: 

若 Ct 在 和 式 (2) 中 出 现 2 次 , 则 方 格 2 を 一 10 和 10 一 2k 都 染 红 色 . 

车 Ch, 在 和 式 (2) 中 不 出 现 , 则 方 格 2k 一 10 和 10 一 2 都 染 白色 . 

若 Ch 在 和 式 (2) 中 只 出 现 一 次 , 则 方 格 10 一 2& 染 红 色 , 方 格 2 を 一 10 染 白 色 . 

从 而 当下 列 数 字 {1,3,5,7,9, 一 8,8, 一 4,4, 一 2,2,0,6} 所 在 方 格 染 红色 时 ,n 有 最 大 
值 31. 

【 坪 注 】 若 題 中 不 優 疫 <,2 互 案 , 则 还 有 几 种 可 能 性 . 

因为 a,b 的 最 大 公约 数 能 整除 2001 王 3・23・29、 故 gcd(a,5) 是 下 列 数 中 之 一 :1,3， 
23,29,3・23,3・29,23・29,3・23・29. 


双 テ ー ィ 55。・ 政 用 gcd(e, め ) 除 2 得 到 2 的 赛 的 形式 ,从 而 4 的 素 因 式 分 解 是 下 列 形 
式 え ー: 
24,3。24 ,23。24,29。24 ,69。24,87。24,667。24,2001， 
又 由 1001S2SS2001 可 得 5 是 下 列 数 之 一 : 
1024,3。512 一 1536,23。64 一 1472,29。64 一 1856， 
69・16 王 1104,87・16 王 1392 667・2 三 1334,2001. 


从 而 全 一 200) 一 “是 下 列 分 数 之 一 ， 
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又 因 


977 465 529 145 897 609 667 0 
1024 "1536 "1472 "1856 "1104 "1392 "1334"2001" 





故 ーー 04 是 下 列 数 之 一 :977,310,368,80,832,448,512,0. 


经 过 计算 可 得 ,只 有 下 列 几 种 (1) 中 数字 的 和 构成 可 能 的 < 值 . 
977 王 10 十 10 十 45 十 120 十 120 十 210 十 210 十 252 
310 三 10 十 45 十 45 十 210 
512 三 10 十 10 十 120 十 120 十 252: 
512 =1 十 1 十 45 十 45 十 210 十 210} 
0 =0, 
为 和 式 中 只 出 现 一 次 的 数 对 的 最 大 值 有 影响 ,我 们 作 表 如 下 : 
和 式 中 只 出 现 一 次 的 数 | 对 应 的 红色 方 格 中 数字 
{45,252) 
{10,210} 
{252} 




















显然 , 当 c= 二 310=Cho 十 Cho 十 Ch 十 Ch 时 ,n 值 最 大 ,此 时 红色 方 格 中 数字 是 {1,3,5， 


9,—6,6,2,8). 


散 最 司 代 市 落 在 紅色 方 格 的 概 率 を ーー 0 1S 35. 


3 在 AABC 中 ,AC>~>AB,P 是 BC 的 垂直 平分 线 和 ~A 的 角 平 分 线 的 交点 ,X 是 


AB 延长 线 上 的 点 ,Y 是 AC 上 的 点 ,并 且 PX LAB,PYLAC,XY 和 BC 交 于 点 Z, 求 纸 
的 值 . 


角 平 


【 解 1 役人 へ 4BC 的 外 心 为 O,BC 的 中 点 为 M, 人 人 BAC 的 
分 线 交 此 贺 于 点 尺 , 则 有 
BOR=2Z/BAR=2ZCAR= ZCOR. 





故 BR=CR, 且 RR 在 BC 的 垂直 平分 线 上 ， 


射影 


从 而 R==P, 且 A,B,C,P 共 圆 . 
因为 X,Y,M 分 别 是 点 也 在 AABC 的 边 或 其 延长 线 上 的 


, 故 由 西 姆 松 定理 可 得 X,Y,M 三 点 共 线 . 从 而 ーー 


2001.3 图 
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=BM_ 
MC 
【 解 2】 因 刃 ン PAX ニ ン PAY, ン PXA ニ ン PYA 一 90", 故 へ PAXe ら 人 PAY. 捧 面 
AX=AY,PX=PY. 
又 P 忆 在 BC 的 垂直 平分 线 上 , 故 PC=PB. 
从 而 APXYCSAPXB, 且 CY=BX. 
注意 到 直线 XYZ 截 人 ABC, 由 梅内 劳 斯 定理 可 得 


Us 


スー デート 


YC ZB’ XA 
の PF BZ 
再 由 AX=AY,CY=BX 可 得 元 一 1. 


4 了 是 正 整数 , 现 有 一 矩阵 ,其 各 元 素 均 为 正 整数 ,对 这 个 矩阵 可 作 以 下 两 种 操作 : 

(a) 将 某 一 行 的 元 素 都 乘 以 nj 

《b) 将 某 一 列 的 元 素 都 减 去 n. 

求 所 有 可 能 的 ” 值 ,使 得 对 给 定 的 任何 矩阵 ,在 经 过 有 限 次 上 述 操作 后 ,其 中 元 素 全 
部 变 为 0. 

【 解 jn 只 能 为 2. 


に 1 0 
首先 证 明 当 n 取 2 时 ,Th 一 (。_1 ) 不 能 转换 为 (o 
当 ヵ ー1 时 ,结论 显然 . 
当 n>3 时 ,对 任意 矩阵 T= ) , 令 d(T) =b—a(mod n 一 1). 


我 们 来 证 上 面 两 种 操作 都 不 能 改变 d(T) 的 值 . 
车 把 了 中 两 项 都 减 去 n, 则 5 一 a 不 变 ; 
车 把 第 一 行 乘 以 n, 则 a 变 为 na， 
b—na=b—a—(n~1)a=b—a(mod カー1). 
同 理 ,把 第 二 行 乘 以 ”也 不 会 改变 d CT) 的 值 . 
又 因为 (7。) 王 ( ゅ ー1) 一 1 圭一 1(mod x 一 1) ,而 0 一 0 天 一 1(mod ヵ ー1), 故 7。 不能 


转换 为 
下 证 , 当 w=2 时 ,对 任意 矩阵 ,经 下 述 操作 ,其 中 元 素 可 全 变 为 0. 
(我 们 的 目标 是 先 把 第 一 列 的 元 素 全 变 为 の 


将 第 一 列 的 元 素 全 部 减 去 2, 重 复 这 个 变换 ,直到 这 一 列 中 至 少 有 一 个 元 素 是 1 或 2. 
然后 重复 以 下 三 步 ; 
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(1) 把 第 一 列 是 1 的 行 全部 乗 以 2; 

(2) 把 第 一 列 是 2 的 行 全 部 乘 以 2( 至 少 有 一 个 )，; 

(3) 把 第 一 列 全 部 减 去 2. 

上 面 每 一 步 都 把 第 一 列 中 大 于 2 的 元 素 变 小 ,从 而 最 后 第 一 列 中 元 素 全 是 1 和 2. 这 
时 再 用 一 次 (1) 和 (3), 可 得 到 一 列 的 0, 对 剩余 的 每 一 列 依次 序 重复 以 上 步骤 ,由 于 上 述 
变换 对 全 部 是 0 的 列 没有 影响 , 故 最 后 可 得 到 一 个 元 素 全 部 是 0 的 矩阵 . 


5 半径 为 1 的 圆 上 三 点 Po,Pi ,Pi 满足 PP, 一 :<2, 定 义 P, 是 作 P,-,P,-;P,-， 的 
外 接 圆 圆心 (i 宇 3). 

(i) 正明 Pi ,Ps ,P, ,Pis,… 共 线 ; 

CD を Pi Pi 一 x，Pio Pom 一 > ,来 使 | 主 是 整数 的 + 值 

(Ci 并 证 明 ] 令 一 P,P,P: 一 2a, 由 人 PP:P, 是 
等 腰 三 角形 可 得 :二 PP; 二 2sina, 且 P:P, 垂直 平 
分 PP:. 

又 由 人 AP: P; P, 是 等 腰 三 角形 可 得 

PP; 
2 1 


ag: 


因为 Ps 是 AP:P,P, 的 外 心 ,所 以 
LP,P;sP,=2LPsP;P,=2ZP:P,P,=2a. 
从 而 AP P, Pi 和 APP:P:. 

又 PP, 上 PiPs, 故 和 人 PiPsP;s 二 90", 

由 相似 还 可 得 到 











2001.5.1 图 


PsPs_PsP,_ 1 A 
BPP, P,P, (2sina)* (2cosa) 2sin2g 「" 


同 理 可 得 人 PiP,-2P,:, 二 90°， 





PrsPin 。 
PP =r(i>3). 


从 而 P,,P, ,Pi,… 在 以 4 为 周期 ,r 为 比值 的 对 数 螺 线 
上 ,于 是 P; ,Ps ,Ps ,Pi ,… 共 线 . 
(人 【 解 】 由 対数 螺 袋 的 自我 相似 可 得 
P, Pio = Ploo Paon ， 


seo 
EE 2001.5.2 图 
从 而 /3 六 一 2sin2a. 
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seo 
当 sin2a€ (9, キテ > 土 11 時 。 / > 为 整数 
由 于 0 过 a 二 90", 故 当 aE€ 115",45",75"} 时 , 即 LE {2sin15",2sin45",2sin75"} 时 ， 


7 
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第 34 届 加 拿 大 数学 奥林匹克 (2002) 


1 集合 {1,2,…,9) 的 子 集 S 满足 其 中 每 一 个 无 序数 对 的 和 均 不 同 , 例 如 :{1,2,3， 
5} 有 这 种 性 质 ,{1,2,3,4,5} 则 没有 ,因为 {1,4} 和 {2,3} 的 和 均 为 5. 同 S 中 最 多 含有 几 个 
元 素 . 

【 解 1 可以 得 出 (1,2,3,5,8) 中 的 数 対 的 和 均 不同 . 

假设 S 中 含有 6 个 元 素 , 由 于 S 中 最 小 的 数 对 的 和 可 能 是 1 十 2 一 3, 最 大 的 数 对 的 和 
可 能 是 8 十 9 一 17, 故 S 中 的 数 对 和 共有 15 种 可 能 :3,4,… ,17. 

而 S 中 共有 C 一 15 对 数 , 故 3.4,…、17 均 是 S 中 数 对 的 和 . 

又 和 是 3 的 只 有 {1,2}, 和 是 17 的 只 有 {8,9), 故 1,2,8,9 都 在 S 中 .而 1 十 9 一 2 十 8， 
矛盾 ! 

从 而 ,S 中 最 多 只 能 有 5 人 元素 . 

【 解 2) 可 以 得 出 {1,2,3,5,8} 中 的 数 对 的 和 均 不 同 . 

假设 S 中 有 6 个 元 素 oz。 <… <as. 

因为 a; 十 as 天 az 十 as , 故 as 一 as a 一 a 同 理 、 


4 一 4 天 ai 一 aa 一 天 az 一 ai. 


所 以 ， (ae 一 as ) 十 (a 一 ax) 十 (az 一 al) 过 1 十 2 十 3 一 6. (1) 
同 理 可 得 a: 一 oa: 天 as 一 ai ,从 而 

(e。 一 az ) 十 (as 一 a4) 之 1 十 2 一 3. (2) 
(1) 十 (2) ,得 


as 一 as 十 as 一 a4 十 ak 一 0 十 as 一 az 十 az 一 ai 过 6 十 3 一 9. 
即 as 一 a 之 9, 而 S 中 的 元素 在 1 到 9 之 间 ,不 可 能 有 as 一 ai 过 9, 矛盾 ! 
从 而 ,S 中 最 多 只 能 有 5 个 元 素 . 


2 如果 每 一 个 不 超过 正 整 数 ”的 正 整数 都 可 以 写成 ”的 不 同 因 了 于 的 和 , 则 称 ” 为 
“好 数 ", 例如 6 的 因子 有 1,2,3,6. 因为 
1 一 1,2 一 2,3 一 3,4 一 1 十 3,5 一 2 十 3,6 一 6， 
所 以 说 6 是 “好 数 ". 证明: 两 个 "好 数 "的 乘积 也 是 “好 数 ”. 
【证 明 ) 设 p,q 是 “好 数 ”, 对 任意 pq, 可 设 
k=ag+b,0<a<p,0<b<g. 
又 因为 p 和 9 是 “好 数 ”, 故 可 今 
a 一 ci 十 ce 十 …… 十 cb 一 必 十 必 十 … 十 ds， 
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其 中 <, 是 p 的 因子 ,d); 是 9 的 因子 ,此 时 
=(c+teteten) gt (dtdst etd,) 
二 ag 二 cag 十 十 emg 十 十 ds 十 … 十 d，。 
这 里 cg 和 g, 都 是 pg 的 因子 

又 因为 心 和 9 过 cg, 故 cg 和 d, 都 是 不 同 的 ,从 而 pg 是 “好 数 ”. 





3 证明 :对 任意 正 实数 a,b,c, 有 
Zr 
な の > 
井 求 出 取 等 号 的 条件 . 
【证 明 1】 注 意 到 
+ b+e tat 
GEE 
> + + a 
+) +a) | Cat + が) 
RR 


22a’bc+b cat+cab. 


+ + = 











两 边 同时 除 以 abc 得 到 


a 
和 二 入 + 每 >at+bte， 


当 且 仅 当 4a==6=c 时 等 号 成 立 . 
【证 明 2】 注 意 到 若 用 ka,kb,kc 分 别 替换 a,b,c, 依 然 可 以 得 到 原 不 等 式 , 故 不 失 一 般 
性 ,假设 abc 一 1, 则 


a 
た と どーeg( を を + 全 ). 
从 而 只 舌 证 明 人 十 外 十 ca 二 bc 
由 寡 平 均 不 等 式 得 
a tt atbtet 
Ed eb 
5 
即 + + >Cat+b+ の ・ Fe 
由 均值 不 等 式 有 ES Yape=l. 
故 a 十 6 十 c 之 3， 
从 而 ぐ 二 が で Ch TO 


27 
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5 
(atbto =atbte, 


` 当 且 仅 当 a=b=c 时 等 号 成 立 . 


4 已 知 O 半径 为 r,A,B 是 @O 上 不 同 的 点 , 且 AB<V37, 以 B 为 圆心 ,AB 为 半 
径 作 图 交 O 于 点 C.P 是 ©O 内 一 点 , 八 ABP 为 正三 角形 ,CP 的 延长 线 交 O 于 点 Q. 
证 明 :; PQ=r. 
【证明 1] 由 BP=BC, 知 BPC= 人 人 BCP, 记 人 BCP=0. 
注意 到 四 边 形 QABC 内 接 于 @O, 故 
LBAQ=180°—0>APAQ=120°—0. 


又 APQ=180" 一 人 APB 一 人 BPC 一 120" 一 0. 
“PQ=AQ HAAQP=20—60°. 
则 LABC=180°— AAQC=240°—20. 


义 **OA=0B=0C=r,AB=BC,.. AOABRAOCB. 
ー ン 48O ニ ン CBO ニ テン 4BC 一 120* 一 の 


“ ZPAQ=ZBAO= ZAPQ= ZABO,AP=AB, 
… AAQPQAAOB, *. QP=OB=r. 
【证 明 2] 因 为 A,P,C 都 在 以 B 为 圆心 
60°= ZABP=2Z/ACP=> ZACP==30°. 
で Q,A,C 都 在 OO 上 ,… ZQOA=2ZQCA==60°, .QA=r. 
“BP=BC, «ZBPC= ZBCP= ZACB+30°, 
“ZAPQ=180°— ZAPB— ZBPC=90°— ZACB. 
…Q,A,B,C 都 在 DO 上 , 且 AB 一 BC， 
“ZAQP= ZAQC= ZAQB+ ZBQC=2ZACB. 
“.ZQAP=180°— ZAQP— ZAPQ=90°— ZACB, 
“ZAPQ=ZQAP, “PQ=AQ=r. 





5 已 知 N=10,1,2,…), 求 所 有 满足 下 列 条 件 的 函数 F:NーN: 
zf OV TY T= z+ fr ty ). 
【 解 1 我 们 可 以 得 出 了 是 常数 函数 . 用 反 证 法 . 
假设 存在 zx,yEN 使 得 f(x) 二 f(y), 则 有 (>) 一 X(z) 二 0. 选 择 x,y, 使 得 f(y) 一 
f(z) 的 值 是 最 小 的 , 则 


IIDHYIf SO HISD zfCy) 十 yACy) 
る) i fy. 
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即 ff lr +) < f(y. 

从 而 0 デキ ッ ) 一 了 (<) Ef — f(z). 

与 前 设 最 小 性 矛盾 ! 故 了 是 常数 函数 . 

又 /(0)EN, 所 以 这 个 常数 也 在 N 中 . 又 对 任意 的 ce N,zc 十 yc 一 (z 十 y)c 都 成 立 ， 

所 以 f(x) 二 c,cEN 是 满足 题 意 的 函数 . 

【 解 2] 我 们 证 明 'f 是 常数 函数 . 
定义 g(r) ニ 7(z) 一 7O) , 唱 
g(0)=0,g(z)>— fC(0). 

且 7g(3y) 十 yg(z) 一 (并 十 y)g(CZ 十 只 ). 
令 y=0 得 到 g(z”) 三 0.( 特 列 的 g(1) 一 g(4) 一 0) 
令 工 二 y= 二 1 得 到 g(2)=0. 
同样 ,车 zx,y,zEN 满足 xz? 十 y*==z?, 则 有 


N= LEC. Cx ) 


令 ェ 三 4,yー3. 得 到 g(3) 三 0. 
对 一 切 偶数 zx 一 2n>>4, 令 y 一 下 一 1, 则 y>> 工 且 z 十 风 一 (于 十 1)2. 
对 一 切 奇数 z=2n 十 1>3, 含 y 一 2(z 十 1)m, 则 y>>z 且 
到 十 虹 一 (Cn 十 1])2 +n)?. 
因此 对 一 切 z ェ >4, 都 存在 y>z 満足 (* ) 式 . 
假设 存在 z ェ >4, 使 得 g(xz)>0, 如 可 得 到 一 組 ェ ー= ェ ご zz ご … 満 足 g (zit1) 


= Cm). 


从 而 |g(zir1) | 二 |g(zi)| 且 g(x;) 的 符号 是 交替 的 . 
因为 g(z) 是 整数 , 故 |g(z.+1) | 二 |g(z) | 十 1. 

从 而 当 i 足 够 大 时 ,有 g(x) 一 一 f(0). 牙 盾 ! 

由 解法 1 得 ,满足 题 意 的 函数 为 fF(z) 一 c,cEN. 
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第 35 届 加 拿 大 数学 奥林匹克 (2003) 


1 在 一 个 标准 的 时 钟 上 ,时 针 和 分 针 连 续 转动 . 设 m 是 整数 , 且 1< ヵ 720. 当前 是 
12:00 过 m 分 钟 ,时 针 和 分 针 的 夹 角 恰 为 1". 试 确定 m 的 所 有 可 能 值 . 

【 解 1) 注 意 到 每 1 个 小 时 ,时 针 转 过 30" 而 分 针 转 过 360°, 故 分 针 的 角速度 为 时 针 的 
12 倍 . 
由 于 时 钟 上 每 两 个 相 邻 的 刻度 恰 隔 30", 可 以 设 此 刻 时 针 与 刻度 12 的 夹 角 一 30" 
A 十 B, 其 中 0 和 kt<11,0 入 8 一 30", 且 ,BEN. 因 此 有 

30".& 十 6 士 1" 一 12 有. 

即 30"”。Ak 士 1" 一 118. 

不 难得 到 上 述 方程 的 满足 条 件 的 整数 解 (&,B) 为 (4,11) 或 (7,19), 所 以 

加 一 60& 十 28 一 262 或 458. 


【 解 2] 令 mm 一 60& 十 r, 其 中 [5] ,0O<r<59,0<kA<12,kEN. 


60k 士 r 
由 题 意 ,有 0 


故 160& 一 117 | =2. 
解 得 ,(k,r) 一 (4,22) 或 (7,38). 此 时 ,mm 一 262 或 458. 
2 求 2003?*” 的 最 末 三 位 数字 . 
【 解 ] 设 N=2002*! ,问题 即 是 求 2003^ 除 以 1000 所 得 的 余数 . 
由 于 2003* 三 3N (mod 1000), 下 面 先 来 求 1 个 n, 使 得 3" 三 1(mod 1000) ,这样 ,将 
20022% 写 为 nk 十 7 的 形式 , 便 有 : 
2003N 二 3*+" 二 (3")*。 3’ 三 3"(mod 1000). 
因为 3 一 10 一 1, 利 用 二 项 式 展开 ,有 
32 一 (10 一 1D)” 





引 ニ > 
※360 0^360 下 


zz 一 1) 


一 (一 D" 十 10m (一 D 十 100 1 (一 D" +t". 


可 见 ,除开 头 的 三 项 外 ,其 余 每 一 项 皆 为 1000 的 倍数 , 令 m= 二 24, 则 
3%=1 一 20g 十 100g(2g 一 1) (mod 1000) (1) 
因此 ,3” 三 1(mod 1000). 故 只 要 确定 2002% 除 以 100 所 得 的 余数 即 可 . 由 于 
2002° =2% (mod 100)=4 + 2 (mod 4。25). 
叉 2"ー1024 寺 一 1(mod 25), 所 以 
229 =(2%)% » 2 =(—1)» ,512=—12=13(mod 25) , 
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2”% =4 .13=52(mod 100). 
即 2002 可 以 写成 100k 十 52 的 形式 ,其 中 EZ. 结 合 (1) 式 ,有 


2003" ==3* 寺 1 一 20，13 十 1300 * 25 二 241(mod 1000). 
故 所 求 的 最 末 三 位 数字 为 2,4,1. 
3 求 不 定 方程 组 : 
ZZ 十 六 十 2z2 二 z 十 y 叶 2z， 
+ + =zye 
的 所 有 正 实数 根 (z,y,z). 


[ 解 1] 因 为 z,y,zER' ,所 以 
デキ アー る 之 3 ェ yr 


故 I 十 y 十 xz 之 37yz, 
又 ty atyt 23 y 
则 ェ yz テ 3 アッ ッッ テ ye 1) 


3 
又 由 zyz ニ デキ アー ジテ 8 ツ デ ダダ ,可 得 
yz 之 27. (2) 
《1) 和 (2) 导 致 矛盾 . 因此 ,此 不 定 方程 组 无 正 实数 根 . 
【 解 2】 若 zx,y*z 二 1, 则 有 
デキ アー マテ ァ エ ッ オ ェ . 
当 且 仅 当 z 一 y 一 z 一 1 时 ,等 号 成 立 . 
但 此 时 不 满足 第 二 个 方程 , 故 zx,y,z 中 至 少 有 一 个 小 于 1 ,不妨 设 zx 一 1, 则 
zy + >y + 2yz>yz>ryz, 
矛盾 ! 这 表明 此 不 定 方程 组 无 正 实数 根 . 
【 解 3 不妨 设 xz 三 y 二 >>0, 则 
Iyz=7X: 二 y: 二 +z:>x!: 十 y! 之 27y， 
从 而 <>2, 则 有 工 ' 十 十 2 记 z 十 y 十 x, 从 而 方程 组 无 正 实 
数 解 . 
4 ”给 定 三 加 有 公共 弦 AB,X 是 最 小 圆周 上 不 同 于 A る 
和 B 的 一 个 动 点 .直线 AX 与 另 两 圆 分 别 交 于 Y 和 Z(Y 在 


X 和 2 之 间 ), 求 证 :比值 党 不 随 动 点 X 的 位 置 而 改变 . 


〖 证 明 1 如 图 所 示 , 设 ! 是 不 同 于 AB 且 过 A 的 直线 ,lL 
与 三 个 圆 分 别 交 于 点 闵 ,Y ,2. 
显然 ,人 AXB, 人 人 AYB, 人 AZB 与 ! 的 选择 无 关 . 


2003.4. 1 图 
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因此 ,不 论 ! 如 何 选择 ,相应 的 三 角形 BXY 与 BXZ 的 各 内 角 的 大 小 都 不 改变 . 所 以 
当 X 取 不 同 的 位 置 时 ,得 到 的 人 ABXY 和 人 BXZ 均 相 似 ,所 
6 
以 比 仁保 持 不変 

【证 明 2] 记 三 圆 圆心 分 别 为 0,,O, ,O, ,注意 到 48 为 三 . 
圆 公 共 弦 , 则 O, ,O: ,O, 共 线 ,分 别 过 0, ,0:,O, 作 7 的 垂 线 
交 ? 于 点 百 ; ,Ha ,Ha:，, 易 知 

AX=2AH,,AY—=2AH:,,AZ=2AH,. 


XY_ HH, _O.0; 
从 而 ,了 7 一 百 , ;Os 为 定 值 . 2003.4.2 图 


5 S 是 平面 上 nn 个 不 同 的 点 组 成 的 点 集 . S 中 任意 两 点 距离 的 最 小 值 为 1. 证 明 : 存 
在 一 个 S 的 由 至 少 号 个 点 组 成 的 子 集 了 ,7 中 任意 西 点 至 少 相 距 3. 


【 解 ] 我 们 采用 如 下 的 方式 构造 了 : 

假设 S 中 的 点 在 zy 平面 内 , 且 点 P 是 纵 坐 标 最 大 的 那个 点 ,把 了 归 和 人 了. 

现在 去 掉 P 和 那些 S 中 所 有 与 点 P 的 距离 <V3 
的 点 . 

在 剩 下 的 那些 点 中 ,再 取出 纵 坐 标 最 大 的 点 ,将 
其 归 人 了 T, 并 去 掉 S 中 所 有 与 此 点 相距 <V3 的 点 . 以 
此 类 推 ,直到 取 尽 S 中 所 有 的 点 . 

显然 ,所 有 归 和 全 的 点 ,两 两 之 间 的 距离 之 V5. 

为 了 证 明 |T| 之 下 ,只 需 证 明 上 述 过 程 中 的 每 一 


步 ,去 掉 的 点 的 个 数 不 会 超过 6 个 . 

注意 到 在 每 一 步 中 ,我 们 取 了 一 个 纵 坐 标 最 大 的 点 书 
P, 所 以 所 有 与 了 相 虐 V3 的 点 都 在 以 P 为 圆心 ,V3 为 半 
径 的 半圆 内 ( 见 图 1) ,而 S 中 任意 两 点 距离 之 1, 所 以 它 
们 又 都 在 以 了 为 圆心 ,1 为 半径 的 半圆 外 . 故 这 些 去 掉 的 
点 都 落 在 阴影 部 分 中 .不 包括 虚线 边界 ) 

在 将 阴影 部 分 分 为 如 图 2 所 示 相 同 的 6 份 . 如 果 去 2 
掉 的 点 多 于 6 个 ,由 抽 层 原理 ,至 少 有 2 个 点 落 在 同一 区 域内 ,不 妨 设 为 Ri, 如 图 2, 但 区 
域 R, 中 任 两 点 距离 的 最 大 值 为 AB=1. 故 落 在 R, 内 的 那 两 点 间距 一 1 ,矛盾 ! 
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第 36 届 加 拿 大 数学 奥林匹克 (2004) 


1 求 所 有 满足 方程 组 
テッ デ ァ 一 テー ツ > 
に 


yz 一 工 一 一 z 


@@e 


的 三 元 实数 组 (z,y,z)， 
【 解 1] 前 两 个 方程 相 减 ,得 
zy—zz=2z—2y>(z+2)(y—z)=0. 
故 工 = 一 2 或 y=z. 
若 zx 一 一 2, 代 入 @ 得 y 十 z= 二 一 2, 从 而 @ 即 为 yz 一 (一 2) 一 (一 2) 一 0, 故 y=0 或 z= 
0, 得 到 方程 组 的 解 为 
(zyvz) 一 (一 2,0, 一 2),( 一 2, 一 2,0). 
若 y=z, 代 人 @ ,得 >(y 十 1) 一 0, 即 z=0 或 > 十 1 一 0. 
若 z=0,? 一 z, 则 由 图 得 光一 一 2y, 从 而 y 一 0 或 > 一 一 2. 则 
(zyvz) 一 (0,0,0)，(0, 一 2, 一 2). 
若 ?十 1 一 0,y 一 z, 由 四 得 zx 一 一 1, 则 (z,y,z) 一 (一 1, 一 1, 一 1). 
综 上 ,所 求 方程 组 的 解 为 (一 1, 一 1, 一 1),(0,0,0),(0, 一 2, 一 2),( 一 2,0, 一 2),( 一 
2 ,一 2,0). 
(z 十 1)(? 十 1) 一 z 十 1 
【 解 i 
(y+ ) (z+)=z+1. 
邻 m=z 十 1,n 二 y 十 1,t 二 zx 十 1, 则 可 得 
カー バム 01) 
PF- (2) 
nt=m (3) 
车 m,n,t 有 一 个 为 0, 则 其 余 两 个 也 必 为 0, 从 而 (0,0,0) 为 新 方程 组 的 一 组 解 . 
设 m,n,t 是 非 0 实数 ,将 (1) 代 入 (2)、(3) 得 
mmn=n, 7 一 士 1， 
| (二 
则 得 到 新 方程 的 解 :(1,1,1),(1, 一 1, 一 1),( 一 1,1, 一 1),( 一 1, 一 1,1), 故 原 方程 组 
的 解 为 (一 1, 一 1, 一 1),(0,0,0),(0, 一 2, 一 2),( 一 2,0, 一 2),( 一 2, 一 2,0). 


n* mn=m 
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2 将 8 个 车 放 到 如 图 的 9X9 棋盘 中 ,使 得 这 8 个 车 互 不 攻击 
且 所 在 小 方 格 颜色 相同 , 问 共有 多 少 种 不 同 的 方法 . 
(两 车 互 不 攻击 是 指 这 两 个 车 不 同 在 任何 一 行 或 任何 一 列 ) 
【 解 1] 如 图 ,首先 计算 所 有 车 都 在 黑 格 的 放 法 数 ; 
将 棋盘 中 的 黑 格 分 为 两 类 ,一 类 是 奇数 行 ,一 类 是 偶数 行 ,分 别 
用 OO 和 标记 ,容易 知道 奇数 行 的 车 和 偶数 行 的 车 互 不 攻击 , 则 将 5 
个 车 放 入 奇数 行 有 51 种 放 法 ,将 4 个 车 放 入 偶数 行 有 41! 种 放 法 ， 2004.2 题 图 
将 9 个 车 放 人 棋盘 有 5! 4! 种 放 法 ,而 现在 要 放 8 个 车 , 则 所 有 放 
法 种 数 为 
G・5! 4! =9.51,.41. 
同 理 ,将 白 格 做 同样 的 划分 ,可 知 ,在 奇数 行 中 ,可 以 放 入 4 个 
互 不 攻击 的 车 , 放 法 为 A 王 5! 种 ,在 偶数 行 中 也 只 能 放下 4 个 互 
不 攻击 的 车 , 放 法 为 Ag 一 5! 种 , 故 在 白 格 中 的 放 法 数 为 5! ・ 
5! 种 . 
综 上 ,总 的 放 法 种 数 为 
9・5! .4! 十 5! ・51! 
14・5! ・4! 一 40320 种 . 





(a) 不 含 车 的 行为 奇数 行 , 此 时 先 在 5 个 奇数 行 中 选 一 行 不 放 
车 ,然后 将 8 个 车 依次 放 人 奇数 行 和 偶数 行 , 放 法 总 数 为 : 
5° Af + At=(5D’; 
(b) 不 含 车 的 行为 偶数 行 ,此 时 先 在 4 个 偶数 行 中 选 一 行 不 放 车 ,然后 将 8 个 车 依次 
放 人 奇数 行 和 偶数 行 , 放 法 总 数 为 : 
4。Ai。A5 一 4(5! 。41). 
类 似 的 处 理 车 在 白 格 中 的 情形 ,注意 到 5 个 奇数 行 中 每 行 白 格 仅 有 4 个 , 则 所 去 掉 
的 行 只 能 是 白 行 ,此 时 放 法 数 为 : 
5・Ai・Ai 王 (50D7。 
综 上 , 放 法 总 数 为 (51): 十 4(51 。41) 十 (510): 一 40320 种 . 


2004. 2. 2 图 


3 已 知 ,A、B、C、D 是 贺 上 顺 次 四 点 , 且 AB< AD,BC>CD, 二 BAD 的 平分 线 交 圆 


メッ BC 的 平分 线 交 圆 于 Y, 在 由 这 六 个 点 构成 的 六 边 形 中 ,如 果 有 四 条 边 的 长 度 相 
等 ,那么 BD 必 为 圆 的 直径 . 


【证 明 1] 因 为 CY 平 分 二 BCD, 所 以 BYy= 人 纪 , 又 4B 一 AD, 故 了 在 A、D 两 点 之 间 且 
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DY>YA ,DY>AB. 同 理 ,X 在 B.C 两 点 之 间 且 BX>XC, 
BX>CD, 这 样 ,六 边 形 的 相等 四 边 就 只 能 是 
”YA=AB=XC=CD. 

记 和 BAX= 人 DAX=a, 人 BCY= 人 DCY=Y, 由 题 意 ， 
2c 十 27 一 180", 故 < 十 y 一 90", 又 YA=AB=XC=CD, 则 BY 
ー 和 DD ,a 一 y, 所 以 a 二 7 二 45", 故 BAD 一 24 二 90", 则 BD 为 
圆 的 直径 . 

【证 明 2] 因 为 CY 平 分 二 BCD, 所 以 By= 人 纪 , 又 AB 一 2004. 3 图 
AD, 故 Y 在 AD 两 点 之 间 且 D り アニ YA ,DY>AB. 同 理 ,X 在 B.C 两 点 之 间 且 BX > 
XC,BX>CD, 这 样 , 六 边 形 的 相等 四 边 就 只 能 是 

YA=AB=XC=CD. 

从 而 f= AB= XC= CD, 则 BY= XD=>BY= XD. 

又 BX 一 XD,DY= BY, 则 BY=YD = DX 二 XB, 再 注意 到 BYDX 内 接 于 圆 ,可 知 
BYDX 为 正方 形 , 故 BD 为 圆 的 直径 . 





4 已 知 p 是 奇 素数 ,证 明 : 
Sp ー ク た mod 9. 


tt 


【证 明 } 由 p 一 1 为 偶数 ,可 得 


a 
と 

和 

| 对 
而 が 二 ( ぁ ー め コール の 1 二 が の 1 CM-」 が バー め 十 … 


十 C 夫 1 が バ 一 の (一 め タ ー 
= tp Dt tO + pr, 
则 の! ナ (あぁ ー が の =CHIp( kh)? 
三 (2 一 1) 户 。A22 (mod が ) 
由 费 马 小 定理 知 
#1(mod p) (1<k<p), 
则 (2p— Dk ?=(2p—1)* 1:=—1(mod p), 
故 存 在 整数 m, 使 得 (2p 一 Dk 二 mp 一 1, 则 
(2p—1)pk’ :=mp’— p=—p(mod が だ). 








A 
2 (m= 


a 
所 以 ， 3 


は 
ーー + が = mod が ). 
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5 设 本 是 由 2004” 的 所 有 正 约 数组 成 的 集合 ,集合 S 满足 : 

(1)S 是 TT 的 子 集 ; 

(2)S 中 任何 一 个 元 素 都 不 是 S 中 另 一 个 元 素 的 倍数 . 

求 S 中 元 素 个 数 的 最 大 值 . 

【证 明 ] 因 为 2004 一 22。3。167, 则 

T= {2°3*167° |0<a<200,0<6,cS100,a,6.cEN}. 

设 S={2” 7 73167710SS,csS100, の ,c N) ,对 于 任何 0 和 6,c 和 100, 都 有 200 一 0 一 
c 委 200, 则 S 为 的 一 个 子 集 ,S 中 共有 101X101 王 101: 个 不 同 的 元 素 . 

以 下 证 明 上 述 S 满足 条 件 (2) ,而 且 没 有 其 他 适合 条 件 的 集合 比 S 有 更 多 的 元 素 . 

假设 集合 S 中 222 3?167- 是 222 3 1674 的 倍数 , 则 

200 一 b 一 c 之 200 一 j 一 k,6 之 j ,Cc 之 k， 

由 前 一 个 不 等 式 得 5 十 cj 十 k, 由 后 两 个 不 等 式 得 b 十 c 宇 j 十 k, 则 5 二 j 且 c 二 ,因此 S 
中 没有 一 个 元 素 是 另 一 个 元 素 的 倍数 . 

假设 U 是 的 一 个 子 集 且 U 中 的 元 素 超过 101? 个 ,因为 数组 (5,c) 只 有 101: 种 取 
值 ,那么 U 中 一 定 含有 两 个 元 素 ui ==2% 3% 167% 和 uz 一 2 3 1679 , 且 入 一 六 ,cl 一 cs 但 
aa 天 aa ,着 a1 之 as 则 zw 是 uz 的 倍数 ,车 qu< 一 as 则 us 是 wu 的 倍数 ,这 意味 着 U 不 满足 题 
设 条 件 . 因此 ,T 中 元 素 最 多 有 101* 王 10201 个 . 


84 加 拿 大 数学 奥林匹克 题解 





第 37 届 加 拿 大 数学 奥林匹克 (2005) 


1 将 边 长 为 的 正三 角形 每 条 边 n 等 分 ,得 到 若干 个 单位 正三 角形 . 令 7 ヵ ) 表 示 第 
一 层 的 小 三 角形 到 最 底层 正中 的 小 三 角形 的 不 同 路 径 数 . 每 次 移 
动 , 只 能 从 二 个 单位 三 角形 走 到 另 一 个 与 它 有 公共 边 , 且 与 其 在 
同一 行 或 在 其 所 在 行 下 面 一 行 的 单位 三 角形 中 . 同时 ,不 能 经 过 
同一 个 小 三 角形 2 次 或 2 次 以 上 . 图 中 给 出 了 n=5 时 的 一 条 路 
径 . 试 确定 /(2005) 的 值 . 

【 解 ) 我 们 来 证 明 /nm) 一 (一 1)1， 

将 水 平 的 直线 自 上 而 下 地 记 为 4, 6 

因为 路 径 是 从 顶层 到 底层 且 不 会 自 * 下 ”而 * 上 ”, 所 以 该 路 径 
必然 恰 通 过 1 ,1l; ,… ,4;-1 各 一 次 ,对 于 所 有 上 ,4 均 被 斜 向 的 直线 分 成 了 k 段 线 段 , 并 且 
路 径 必 从 这 段 中 的 一 段 通过 . 一 条 路 径 可 由 所 通过 的 n 一 1 条 线段 ( 指 "一 1 条 水 平 直 
线 被 穿 过 的 n 一 1 段 ) 构 成 的 集合 完全 确定 下 来 , 当 路 径 由 第 行 向 第 4 十 1 行 延 伸 时 , 共 
有 卡 段 可 能 的 线段 使 路 径 通过 4 ,从 而 有 

1。2。3…(n* 一 1) 一 (一 1)! 

种 方法 使 得 路 径 通过 这 "一 1 条 水 平 线 并 且 每 种 方法 对 应 一 条 路 径 , 所 以 Fn) 一 (mn 一 
1)1. 特别 地 ,7(2005) 一 20041. 

2 正 整数 组 (a,5,c) 满 足 <" 十 ゲー〆. 下 明 : 


(D( そ する) >8， 


2005.1 题 图 


2 


(i ) 不 存在 整数 x, 使 得 存在 a5 満足 (ニナ テ ) か 
(ji 让 证 明 1 根据 条 件 和 均值 不 等 式 ,得 


ON 
(Rd 


(a* 十 が )(a 士 5? 
の が 


>2 Ya C2 Yabo 


a 





等 号 成 立 当 且 仅 当 a=6, 这 要 求 < 一 0 一 准 <, 天 盾 ! 故 (二 十 十) >8. 
【证 明 2] 因 为 a* 十 が = ご の, 所 以 ae 天 多 否 则 ,c 一 V2Za, 了 矛盾). 故 
g 十 ムツ 2(g? 十 が ) 一 VZc， 
即 (人 する ) < 


Ce 
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由 柯 西 不 等 式 ,有 


则 (三 十 车)>2VE, 故 (三 十 生 ) >8. 


Ci 并 证 明 】 因 为 二 十 志 是 有 理 数 ,所 以 , 当 且 仅 当 志 十 寺 是 整数 时 (二 十 寺 ) 是 
整数 . 

假设 万 十 到 二 mn, 不妨 设 (a,5) 一 1( 否 则 , 同 除 以 a,b,c 的 公约 数 ,而 m 值 不 变 ) ,因为 
clat+b)=mab 且 (a,a 十 b)==1, 所 以 alc, 设 c= 二 ak(kREN'), 于 是 a 十 扩 二 aa? 如 , 则 如 二 
(一 Da ,从 而 al5, 这 与 (4,6) 一 1 艺 质 , 故 (和 十 如) 不 等 于 任何 整数 


3 设 S 是 一 个 由 圆 内 的 n(n 之 3) 点 组 威 的 集合 . 求证 : 

( 1) 总 可 以 找到 S 中 的 三 个 不 同 的 点 a.b.e, 使 得 存在 对 应 的 圆周 上 的 三 个 点 A、B、 
満足 ac 分 别 是 S 中 离 A、B.C 最 近 的 点 ; 

(ii) 无 论 为 何 什 , 都 无 法 保证 找到 S 中 的 四 个 点 满足 (1 ) 中 的 条 件 . 

(| 并 证 明 ] 震 S 中 所 有 点 共 线 , 则 取 a 为 S 所 在 线 有 的 两 端点 , 取 射 线 a 与 加 的 
交 为 A, 取 射线 ab 与 加 的 交点 为 日 , 任 取 S 中 不 同 于 a 敢 的 一 点 <, 过 < 作 直 线 ab 的 重 线 
交加 于 两 点 , 取 其 中 任意 一 个 作为 C, 易 知 此 时 (a,A),(8,B),(c,C) 满 足 是 设 要 求 . 

若 $ 中 的 点 不 全 共 线 ,此 时 S 的 凸 包 必 为 一 凸 多 边 形 ,过 此 多 边 形 的 任意 顶点 (ae 
S 易 见 ) 可 作 直 线 人 使 得 S 中 的 点 都 在 上 的 一 侧 (除了 a 在 上 上 ) ,过 a 向 另 一 侧 作 的 生 
线 ,交加 周 于 A, 则 (a,A) 满 足 题 中 要 求 的 性 质 . 而 从 上 述 西 多 边 形 上 至 少 有 3 个 顶点 ,从 
其 中 到 不 同 于 a 的 两 点 6,c, 类 似 可 得 B,C 两 点 即 可 ， 

《1 并 证明] 对 于 一 般 的 x 之 4 不 妨 设 加 的 半径 为 1, 我 们 将 圆周 6 等 分 , 取 A,B,C 
为 构成 等 边 三 角形 的 三 个 分 点 ,A',B'，C 为 相对 的 另 三 个 分 点 . 以 及 在 半径 OA' 上 截取 a 
使 Bia 一 异同 样 作 点 b,c, 令 a.b,cE ,在 0 为 加 心 ,半径 为 1 一 次 的 加 内 任 取 S 的 其 他 
7 一 3 个 点 ,容易 证 明 :(a,A),(5,B),(c,C) 满 足 要 求 的 性 质 , 且 对 任意 dE S\{a,5,c} 都 
无 法 找到 相应 的 D 满足 要 求 的 性 质 . 

K. 


4 记 人 ABC 的 周 长 , 面 积 和 外 接 圆 半径 分 别 为 P.K、R, 试 求人 ?的 最 大 值 . 
【 解 1] 设 三 角形 三 边 长 为 avbvc, 对 应 的 内 角 为 A,B,C, 则 
Ca 二 6 十 ， Fabsin C 
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ー4(e 十 6 十 )e の sin*C 


5 
c 


_4(e 十 5 十 の gp(1 一 cos*C)? 
3 
< 
Sl nag 上 
2ab 3 


さ 


(atbto) (e 十 一 の * (一 の 十 の 7( 一 g 十 6 填 c)* 
Mabe > 


4(a 十 6+c)ab(( 








不 妨 设 ec 十 6 十 < 一 1, 于 是 问题 变 为 : 
求 )=Q 一 2 和 二 幼 Q 一 24 沁 在 条 件 a 十 6 十 c=1,0<avbc< 寺 下 的 最 大 值 ， 
=1 一 20, 必 一 1 一 2c, 则 问题 转化 为 ， 


记 

全 

束 填 一 全 于 和 在 条 件 46 二 十. 一 1,4. >0 下 的 最 小 值 . 
而 








a 
A 128( VL) ) 
na ” 
(yr 


3 
ote 
it 5 ) 


综 上 , 当 且 仅 当 ABC 为 正三 角形 时 ,所 求 比值 达到 最 大 ,为 2 


【 解 2] 因 为 K=2R’sinAsinBsinC, 
P=a+b+c=2RCsinA-+sinB+sinC), 


RP =4sinAsinBsinC(sinA + sinB+sinC) 





sinA +sinB+sinC、* 
ーー) ， 
因为 ,y 一 sinz 在 [0,zx] 内 为 凸 函 数 ,所 以 
A tin ain i を コビー 4 <, 


KP 大 _27 
Rr<12X (2) a 


5 若 三 元 正 整 数组 (ap,c) 满 足 
axbEc, (a,b,c) 三 1 且 (a 十 6 十 c)| (ao" 十 如 十 c")， 
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则 称 Ca,6,c) 为 “zw 窒 次 ”的 .例如 :(1,2,2) 是 “5- 知 次 ”的 . 

(| ) 求 所 有 的 三 元 组 ,使 得 对 所 有 nn 宇 1 ,该 数组 是 “nr 适 次 ”的 . 

(ii? 求 所 有 的 三 元 组 ,使 之 是 “2004- 寡 次 ”的 和 ”2005- 寡 次 ”的 但 不 是 “2007- 寡 
次 "的 . 

( 1)[ 解 ) 设 (a,b,c) 满 足 条 件 , 则 由 

(a 十 6 十 c) | (az 十 大 十 cz) 

得 (atbt+o) | (Catbte) — (a th te), 
于 是 (ao 十 6 十 c) | 2(ab 十 bc 十 ca). (1) 

由 (Ca 十 5 十 c) | (os 十 中 十 中 ) ,得 

(Ca 十 6 十 c) | (a+b +d)— (a+b+ Ca 上 が 十 どーg み 一 一 co) 

于 是 (< 十 6 十 c) | 3apc. (2) 

对 于 任意 素 因子 p 宇 5, 若 户 | (a 十 bo 十 c), 则 plabc. 

不 妨 设 pla, 则 6 十 c 三 0(mod p). 又 由 (1) 式 可 得 bc 三 0(mod p), 于 是 b 寺 c 三 0(mod 
户 ) ,这 与 (ab,c) 一 1 矛盾 ! 故 a+b 十 c 无 大 于 3 的 素因 子 . 

对 于 因子 2, 若 21(e 十 十 c) , 则 由 (ab,c) 一 1 可 知 a,b,c 的 奇偶 性 为 两 奇 一 偶 ,此 时 
2(ab 十 bc 二 ca) 三 2(mod 4) ,所 以 由 (1) 式 知 ,(a 十 十 c) 至 多 含 2 的 一 次 因子 

对 于 因子 3, 若 3|(a+b++c), 与 上 面相 同 的 推理 可 得 3+abc , 故 由 (2) 式 知 ,(a 十 6 十 c) 
至 多 含 3 的 一 次 因子 . 

综 上 所 述 ,我 们 有 (a 十 b 十 c) 16, 由 a,b,c 为 正 整数 ,容易 求 得 符合 条 件 的 数组 为 
(1,1,1),(1,1,4). 

(Ci 江 解 ) 记 T. 一 o" 十 多 十 c" ,注意 到 多 项 式 

プ (<) (テーg)( テ ー の (テー の ) 
ニー デ マー(a 十 6 上 の z? 十 (g6 十 刀 十 cg) ェ ーg6c・ 

则 fla)=a—(a+b+ Ca? + Cab+bc+cala—abc=0, 
从 而 四 一 (a 十 0 十 c)az 一 (ab 十 bc 十 ca)a 十 abc， 

两 边 同 乘 以 o ,得 

ar 一 (a 十 0 十 c)ar 一 :一 (ab 十 bc 十 ca)a 十 (abc)a 3 
对 b,c 有 类 似 的 结论 ,将 三 者 相 加 ,得 
T, 一 (a 十 6 十 c)T -一 (ab 十 bc 十 ca)T :十 abcT 

故 若 有 (ae 十 6 二 ec) 17。。, 且 (2 十 5 十 で) 1T,-;, 则 必 有 (a 十 b 十 c) 1T,, 由 此 , 取 nn 二 

2007 , 知 不 存在 符合 条 件 的 正 整数 组 . 
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第 38 届 加 拿 大 数学 奥林匹克 (2006) 


1 设 f(n,k) 为 把 & 块 糖分 给 个 小 孩 , 且 使 每 个 小 孩 至 多 分 得 2 块 糖 的 分 法 数目 . 
例如 , 当 n= 二 3 时 ,f(3,7) 二 0,f(3,6) 二 1,f(3,4) 二 6. 求 1(2006,1) 十 f(2006,4) 十 
了 (2006,7) 十 … 十 /(2006,1000) 十 A(2006,1003) 的 值 . 

【 解 1] 把 块 糖分 给 2006 个 小 孩 的 分 法 数 ,等 于 给 某 个 选 定 的 小 孩 分 0 块 糖 .其 余 & 
块 糖 给 其 他 孩子 的 分 法 ,加 上 给 这 个 小 孩 1 块 糖 ,其 余 & 一 1 块 糖分 给 其 他 人 的 分 法 ,再 
加 上 给 这 个 孩子 2 块 糖 ,其 余 & 一 2 块 糖 给 其 他 人 的 分 法 的 和 . 因此 

72006, め 72005,*) 十 (2005, を 一 1) 十 (2005,* 一 2), 


1003 


故 所 求 分 法 总 数 为 1 十 >》) (2005,). 


1 


为 计算 f(n,k), 设 有 7 个 小 孩 分 得 2 块 糖 ,这 ~ 个 小 孩 有 Cz: 种 选 法 . 剩余 & 一 2r 块 
糖 给 剩余 n 一 r 个 小 孩 每 人 至 多 一 块 .因此 


[a/2] 四 


fk)= >) CrC に テー > CC に を 
上 式 中 , 当 ェ デ ニッ ズ 0 时 ,Cz= 一 0. > 5 
故 本 题 答案 为 > > CC ニー Coos 3 CE 
【 解 3] 所 求 分 法 数 等 于 (1 十 z 十 xzaw 的 展开 式 中 次 数 不 超 过 1003 的 项 的 系数 之 


和 ,也 等 于 下 面 展开 式 中 x 项 的 系数 ， 
Qt (1 二 テ キ … 十 る) 
= [Qa |) 1x) 
A 1) 8 C1 2 00s C1 x) -00 i004 
因为 上 式 右边 第 二 项 的 展开 式 中 每 一 项 次 数 都 超过 1003 ,我 们 在 第 一 项 的 展开 式 中 
求 < の 的 系 数 : 
ロー ) う 05 (1 ユー ェ ) 000 


so05 = 
= 2) (~—1)'Cioosz™ 2) (一 17Caez ブ 
909 と | 
= 2) 2) (一 CCAg 
名 名 
= ( 2 (一 DCio CS 7. 
各 


t=0 


故 所 求 数目 是 


二 、 加 拿 大 数学 奥林匹克 (1990 一 2009) 解 答 89 





sa 


2) (~—1)'Chws CMS-s 


—39! 
0s 
当 i335 时 ,C388%-s: 二 0. 
2 设 入 ABC 为 锐角 三 角形 ,矩形 DEFG 内 接 于 八 ABC, 使 得 DD 在 AB 上 ,E 在 AC 
FE,F 和 G 在 BC 上 . 试 求 所 有 可 能 的 矩形 DEFG 的 对 角 线 交点 的 轨迹 . 
[ 解 ] 设 M 为 AABC 的 边 BC 的 中 点 ,K 为 高 AH 的 中 点 , 则 所 求 轨迹 为 线段 MK. 
注意 到 D 在 AB 上 ,已 在 AC 上 ,线段 DE 确定 一 个 内 接 矩 形 ,线段 DE 的 中 点 7 在 
中 线 AM 上 ,从 1 向 BC 边 所 作 垂 线段 的 中 点 O 恰 为 矩形 的 中 心 , 易 知 O 在 RtAAMH 
的 中 线 MK 上 . 


反之 ,线段 MK 上 任意 一 点 尸 , 必 为 一 边 在 BC 上 \ 宽 为 K 到 BC 距离 的 2 倍 的 一 个 
知 形 的 中 心 . 

3 在 一 个 六 行列 非 负 实数 阵 中 ,每 行 . 每 列 中 都 至 少 有 一 个 正 数 . 若 某 一 行 与 某 
一 列 相交 于 一 个 正 数 , 则 该 行 的 各 数 之 和 与 该 列 的 各 数 之 和 相等 . 求证 :m 王 n. 

【证 明 】 记 和 矩 阵 中 第 i 行 第 j 列 元 素 为 cy , 设 S={(i,j) :a 之 0). 记 第 i 行 元 素 之 和 为 
第 j 列 元 素 之 和 为 c,, 则 当 (i, 站 ES 时 ,有 x 二 c. 那么 


也 (snes)= 2 (sies). 
我 们 分 别 从 两 边 计 算 其 和 : 





故 m 二 nn. 


4 一 次 循环 赛 中 有 2n 十 1 支 参赛 队 , 其 中 每 队 与 其 他 队 都 只 打 一 场 比赛 , 且 比 赛 结 


果 中 没有 平局 . 若 三 个 队 X、Y、Z 満 足 :X 击败 Y,Y 击败 Z,Z 击 败 X, 则 称 它们 形成 一 个 
环形 三 元 组 . 

(1) 求 环形 三 元 组 的 最 小 可 能 数目 ， 

(2) 求 环形 三 元 组 的 最 大 可 能 数目 . 


【 解 11(1) 最 小 值 为 0, 如果 在 比赛 中 两 支队 T; 与 Ti: 当 且 仅 当 ;i>7 时 ,有 TT, 击败 
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Tj ,此 时 环形 三 元 组 数 最 小 . 
《2) 任 何 三 个 队 要 么 组 成 一 个 环形 三 元 组 ,要 么 组 成 一 个 "支配 型 "三 元 组 ( 某 队 击败 
了 其 余 两 队 ). 设 前 者 有 “组 ,后 者 有 4d 组 , 则 c 十 d 一 Cj. 假设 某 队 T 击败 r, 个 其 他 





队 , 则 获胜 组 必 在 Ci 个 支配 型 三 元 组 中 . 注意 到 所 有 的 比赛 场次 为 一, 因此 





由 Cauchy 一 Schwarz 不 等 式 ， 


PO antl 


(2z 二 1) PE >( 名 了 = Cnt. 


因此 ， 
に > Cc 
Ch antD jc 0 
aa 士 1)(2z 二 1) 
3 
以 下 说 明 上 式 等 号 能 够 取 到 . 


设 参赛 队 Ti 二 Ts。1(i>2n 十 1), 对 每 一 个 i, 设 T, 队 击败 工 ， 
输 给 Ti-rayTirorz 我 们 需要 检验 这 是 - -个 能 取 到 等 号 的 胜 . 负 结 本 果 . 

考虑 含有 了 , 的 环 组 , 若 环形 三 元 组 中 含有 了 工 ，(1s) 受 加, 则 第 三 个 队 可 为 

。+1 到 Ti++i* 共 了 种 取 法 . 


即 对 每 一 一 个 ! 夫 有 也 六 -2 了 个 环形 三 元 组 , 当 我 们 安排 完 所 有 i 之 后 ,每 一 个 


环形 三 元 组 被 计算 了 三 = 次 ， 因此 环形 三 元 组 的 数目 为 
2 十 1 . aa 十 1) -Cn 十 1)C2n 十 1) 
3 2 6 


综 上 ,环形 三 元 组 最 多 可 能 有 到 2 二 2 二 个 


【 解 2j 设 1 为 环形 三 元 组 的 个 数 ,u 为 满足 X 击败 Y,Y 击败 Z 的 有 序 三 元 组 (X,Y， 
ZZ) 的 个 数 .每 一 个 环形 三 元 组 产生 3 个 有 序 三 元 组 ,而 其 他 三 元 组 只 产生 1 个 符合 条 件 
的 有 序 三 元 组 . 

而 三 元 组 的 总 数 为 C5 -一 二 4 一 了 , 故 非 环形 三 元 组 的 个 数 为 改 45 一 了 一 
因此 ， 





“Ti+ 且 









nan 1) a (d=1) 
EF 旧 dr 十 24 
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从 而 ， 


, 3u—n(4#—1) 
6 





(2nt Dn nlnt 1D) (2nt1) 
2 6 


如 果 某 队 Y 击败 了 a 个 队 , 输 给 已 个 队 , 那 么 以 了 为 中 间 元 素 的 有 序 三 元 组 的 数目 
为 ab. 因为 c 十 6 一 2n, 由 均值 不 等 式 ,有 op<S ゲ 。 


因此 ,4 过 (2n 十 Dx, 从 而 rcat DD. 


等 号 当 v 一 (2n 十 1)72 时 达到 , 即 当 所 有 参赛 队 排 列 在 一 个 圆周 上 ,对 每 个 参赛 队 而 
言 ,在 它 顺 时针 方 向 的 个 队 被 他 击败 ,在 它 递 时针 方向 上 的 个 队 都 击败 它 时 取 到 最 
大 值 . 

5 圆 的 内 接 直角 AABC 的 三 个 顶点 分 圆 为 三 段 弧 ,直角 顶点 A 所 对 的 压 为 一 个 半 
圆 ,AB,AC 为 劣 弧 . 对 三 段 弧 的 每 一 段 作 切 线 , 使 切 点 恰 为 切线 被 直线 AB、AC 所 截 得 的 
线段 的 中 点 . 例如 过 BC 上 一 点 D 作 切 线 ,分 别 交 直线 AB、AC 于 点 D',D”, 使 得 D 恰 为 
线段 D'D" 的 中 点 .类似 地 得 到 点 玉 和 下 . 

求证 : 八 DEF 是 等 边 三 角形 . 

【证明 1) 记 加 一 撤 的 字母 为 切线 与 AB 的 交点 ,加 双 撤 的 字母 为 切线 与 AC 的 交点 . 
由 已 知 有 

DD'=DD',EE'=EE',FF'=FF'. 

只 需 证 瑟 = 全 = 于 :2r 

で AF 是 RtAAFE “的 斜 边 上 的 中 线 ， FF 一 FA. 

“AF=2ZFF'A=2(ZFF'A+ZFAF) 

=4ZFAF'= 4ZFAB= 2 BF. 


4 が ー す 8A. 同 理 ,48= る 4 て . 
FE A+AD = 


对 于 DP, 有 
BD=2/BAD= ZBAD+ZBD'D 


= ZADD’ = ZABD~+ACD. 


而 及 = 让 AFR, .DR 一 十 FAD 一 侍 , 帮 命题 得 证 . 
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【证 明 2】…* 人 AE'E" 大 Rt 人 ， 

“AE=EE'=EE". “ZCAE = ZCE'E. 

又 “AD=DD’ =DD’, «. ZCDD'= ZCAD= ZCD'D. 
“EADC 为 圆 内 接 四 边 形 ， 

“180°= LEAD+ ZECD= ZDAC 二 ZCAE 十 ZECA+ZACD 
=ZDAC+ZCAE 二 ZCEE'+ZCE'E+ZCDD'+ZCD'D 
=ZDAC+AZCAE+ZCAE 十 ZCAE+ZCAD+ZCAD 
=3(ZDAC+ZCAE)=3ZDAE. 

ZDFE= ズ DAE==60°, 同 理 , ズ DEF==60°. 

人 DEF 是 等 边 三 角形 . 
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1 在 8X9 的 方 格 表 上 已 经 放置 了 6 块 2X1 的 多 米 诺 骨 牌 ,位 置 如 图 所 示 , 则 该 棋 
盘 上 至 多 可 以 放 冒 多 少 块 多 米 诺 骨牌 (每 块 骨牌 都 在 方 格 表 内 , 且 互 不 重 碍 ,包含 已 放置 
的 6 块 多 米 诺 )? 

【证 明 ] 首 先 将 棋盘 划分 成 五 个 部 分 ,C 为 放置 的 6 个 多 米 
诺 覆盖 的 部 分 ,B.D 分 别 为 右上 角 、 左 下 角 处 的 小 方 格 ,A 是 B | | 
UCUD 左上 方 的 方 格 的 集合 ,E 是 BUCUD 右 下方 的 方 格 的 
集合 . 

用 黑白 两 色 交 替 将 方 格 表 染 色 : 使 得 B 为 白 格 , 则 D 为 黑 
格 ,A 中 有 16 个 白 格 、13 个 黑 格 ,已 有 16 个 黑 格 、13 个 白 格 . 则 
在 AUBUD 中 至 多 可 以 放 入 14 个 多 米 诺 , 在 BUDUE 中 至 
多 可 以 放 入 14 个 多 米 诺 , 则 至 多 可 以 放 人 14X2 十 6 一 34 块 多 2007. 1 图 
米 诺 . 这 是 可 以 达到 的 ,我们 只 需 在 AUD 和 EUB 中 各 放 14 块 多 米 诺 骨 牌 即 可 . 


















































2 给 定 两 个 三 角形 满足 如 下 条 件 : 

(1) 一 个 三 角形 的 两 条 边 和 另 一 个 三 角形 的 两 条 边 对 应 相等 ; 

(2) 这 两 个 三 角形 相似 ,但 不 一 定 全 等 . 

求证 ;这 两 个 三 角形 的 相似 比 介 于 起 二 和 并 :之 间 . 

【证 明 ] 若 三 角形 是 等 腰 人 1. 这 是 因为 这 
两 个 三 角形 至 少 有 一 组 对 应 边 相等 

若 三 角形 不 是 等 腰 三 角形 ,不 妨 设 这 两 个 三 角形 的 边 长 分 别 为 =\y\z(z<y<z) 和 
ys、k(y て そる). 于 是 ， 








从 而 ,y 一 Az,z 一 上 y 一 如 并 , 


因为 * ェ + ッ 所 以 だ ご 1 十 夏 1<k < 


同 理 , 当 z>y>z1y>s>u 时 ,相似 比 为 十, 即 有 小 < 二 之 1 





综 上 ,这 两 个 三 角形 的 相似 比 介 于 二 





一 之 问 . 
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3 已 知 在 R 上 取 值 的 函数 /对 任意 实数 z+、y, 均 有 
(zy) 十 F(y 一 z) 志 JJCy 十 z)。 
(1) 试 给 出 一 个 满足 条 件 的 非常 数 多 项 式 (x); 
(2) 求 证 :对 于 任意 实数 z, 均 有 f(x) 之 0. 
(DI 解 ) 令 f(z)=z' 十 4. 则 
fz +fly—z)— f(yt+z) 
=(zy 十 4) 二 (y—z)*+4—(y+zr):—4 
(xy)*ー4 テ ry 4 王 ( ェ ッ ー2)* 学 0. 
故 /(x) 二 zx’ 十 4 満足 条件 
(2 六 证 明 1】 考 慮 満足 zy=z 十 y 的 数 对 (zx,y), 则 
(zxz—D)(y—1)=1. 


取 y 一 1=4, 则 x 一 1 二 十 ,于 是 ,对 于 0， 


(z= d+ エト. 
将 其 代入 原 函 数 不 等 式 , 并 化 简 得 
7 アー) テ 0. 


对 于 任意 的 实数 方 程 - ユー 即 二 次 方程 必 一 wt 一 1=0 的 判别 式 大 于 0, 即 有 实 


根 を 
因此 ,对 于 任意 的 实数 4, 均 有 f(u) 实 0. 


【证 明 2) 令 v=y 一 x,u=y+z, 则 X= 了 ,y= 和 


Ne 


utv 








+ 代 和 人 条 件 式 ,有 


取 一 2 キ ツア イ 4. 旭 デー ビー2 ト ダー オーz。 稚 面 (の 0. 
因此 ,对 于 任意 的 实数 ", 均 有 (で ) 0. 





4 对 于 满足 2 デ 1 的 实数 a.b 定义 运算 *”: 
atb—2ab 
1—ab 
现 有 一 个 项 数 为 n(n 宇 2) 的 实数 列 S, 其 所 有 项 x 均 満足 0 ェ ニ 1, 信 S 中 任 取 两 项 
as, 将 它们 删除 ,并 将 a * 5 的 値 添 在 S 的 最 后 ,这 样 得 到 的 新 数列 的 项 数 就 减少 了 1. 重 
复 该 操作 直到 仅 剩 下 
(1) 求 证 :最 后 剩 下 的 一 项 的 值 与 每 一 步 操 作 中 所 取 的 两 项 无 关 ; 


axb= 
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(2) 若 S 中 的 项 的 取 值 范围 变 为 0 ご ァ <<1, 且 S 中 恰 有 一 项 为 1, 又 将 会 出 现 的 什么 
样 的 结论 ? 
(1 站 证 明 } 首 先 证 明 :运算 * 保持 对 于 任意 的 a、5(0<a、5<1), 都 有 「 0 一 a* 0 一 1. 实 
际 上 ,由 
Q 十 6 一 2a0 一 a(1 一 0) 十 6(1 一 a) 二 0 
— atb—2ab_ ロー の ユー め の < 


及 ーー ュー 1—25 
atb—2ab 
可 知 ご. 
因此 ,运算 可 以 一 直 进 行 下 去 . 
_a+b—2ab 
由 <*6 ニ ニモ ュー ,得 


axb=b*a, 


a 十 5 十 c 一 2(a6 十 bc 十 ca) 十 3abc 


且 4 一 (905 有 二 2) 干 25 克 
由 于 最 后 剩 下 的 一 项 是 S 中 的 ”个 数 关于 * 的 运算 , 且 满 足 结合 律 和 交换 律 ,因此 ， 
最 后 的 值 与 每 次 操作 选取 哪 两 项 无 关 . 


(2)【 解 】 対 王 毎 一 介 4 郊 1,g * 1 一 1. 因此 ,1 总 会 在 这 个 变化 着 的 数列 中 ,直到 最 后 
只 有 一 项 .所 以 ,最 后 剩 下 的 一 项 为 1. 


5 和信 ABC 的 内 切 圆 分 别 切 三 边 BC、CA、AB 于 点 D、E、F, 八 ABC 的 外 接 圆 OO 与 
ム AEF 的 外 接 圆 @@O、ABFD 的 外 接 圆 @@O;、 信 CDE 的 外 接 圆 @@O; 分 别 交 于 点 A 和 
P.B 和 QC 和 R. 求 证 : 
(OO .OO 、6O, 交 于 一 点 ; 
(2)PD、QE、RF 三 线 交 于 一 点 ， 
(正明 】 記 へ 48C 的 内 心 为 1, 注 意 到 ET LAC， 
FILAB. 从 而 A、E、F、I 共 圆 , 即 人 OO, 过 了 1, 同 理 @O,、 
加 O, 也 过 了 从 而 .Oi、©O,、©O, 共 点 于 工 
(2 站 证 明 } 如 图 ,连结 RE、RD、RA、RB. 则 
LERD= ZECD= ZACB= ZARB. 
于 是 ,人 ARE= 人 BRD. 
又 因为 ZREC 二 ARDC, 所 以 ,人 AER= 人 BDR. 
因此 ,AAREcABRD. 从 而 ， 
AR_AE_AF 


BR BD BF 
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96 


加 拿 大 数学 奥林匹克 题解 





所 以 ,RF 平分 ZARB. 因此 ,RF 过 ©O 的 48 的 中 点 W. 

同 理 ,PD、QE 分 别 是 和 BPC、 人 CQA 的 角 平 分 线 , 且 分 别 过 BC .CA 的 中 点 UV- 
又 PU、QV、RW 分 别 过 点 D、E、F, 则 只 须 证 明 :DU、EV、FW 三 线 交 于 一 点 . 
因为 ID .OU 都 垂直 于 BC ,所 以 ,1D/OU. 

同 理 ,IE/OV,IF/ OW. 

又 ID=IE=IF=r,0U=OV=OW=R. 


取 OF 的 外 比分 点 K 满足 ge = 
则 UD VE .WF 均 过 点 K. 从 而 ,DU、EV、FW 三 线 交 于 一 点 . 
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1 凸 四辺 形 ABCD 中 ,AB 是 最 长 边 .点 M、N 分 别 在 边 AB、BC 上 , 且 线 段 AN、 
CM 均 平 分 四 边 形 ABCD 的 面积 .求证 :线段 MN 平分 对 角 线 BD. 


【证 明 1] 由 Supc 一 二 Suco 一 Sse , 知 


Sanay 一 Saacv 一 MNVAAC. 
过 点 DD 作 PQVAC, 交 BA 的 延长 线 于 点 P, 交 BC 的 延长 线 于 点 Q, 则 PQ/4C 
/MA. 
所 以 Saacw 一 Sapcw 一 Sanpc 十 Saww 一 Samc 十 Saww 一 Sarcv。 
从 而 PM=BM, 同 理 BN=CQ, 即 MN 是 人 ABPQ 的 中 位 线 , 设 BD 交 MN 于 点 HH， 
则 B 玉 二 HD. 命题 得 证 . 
【证 明 2】 取 BD 中 点 兵 , 则 


~、 1 。 1 
Sakp = Saaxp + Sackp = HSans + 3 Sacsp 


1 
ーー テ Agcp = Savpc， 


从 而 NK/AC. 
同 理 ,MK//AC, 从 而 M、N、K 三 点 共 线 . 
故 MN 平分 对 角 线 BD. 
2 求 所 有 函数 /:Q+Q. 使 得 対 任意 有理 数 zx,y, 均 有 
J(2F(z) 十 fCy)) 一 2r 十 y。 
【 解 ] 对 任意 zEQ,f(z)= 二 z+ 或 /(z) 一 一 x, 这 均 不 难 验证 . 
令 ?一 z, 则 f(3f(7x))=3x. 
令 y=z 一 37(z), 则 
プ (9z) ニ (37(37(z))) 三 3・[ に 37(<)] ニ 97(). 
当 ェ ー0 時 , げ (0) 三 97(0), 叫 (0) 三 0. 
将 z=0 代入 所 给 等 式 , 则 对 任意 yCQ, 有 (CAF(y>)) 一 y, 故 为 一 一 映射 .从 而 对 任 
意 有 理 数 对 (zx,y) ,有 
27(r) 十 7(y) ニ アプ (2 テ 十 >). 
当 ッ ー0 時 , 有 f(2f(z))=2z, 因 此 有 2f(z)=f(2z). 
所 以 对 于 任意 有 理 数 对 (z,y), 有 
f (27)+ f(y)=f(2r+y). 
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令 x 一 2z,o 一 y, 则 对 任意 有 理 数 对 (xu) , 均 有 
Ju 十 轨 一 Fu) 十 Fo). 

由 0 テモ が 0) バー1) 十 1 ,7 一 1)= 一 Fl1), 利 用 归纳 法 , 易 知 ,对 整数 ” 和 有 理 
数 z,f(nz)=nf(z). 

令 4=f0D, 则 (mw) 二 鸡 ,f( 当 ) 一 入, 且 对 任意 整数 对 (mn), 有 (到 一下 ,所 以 
f(z)=kz, 又 /(f(x))=z, 所 以 六 =1. 

从 而 f(x) 二 z 或 f(z)= 一 zx. 

3 若 a,b,cER+, 且 a+b6 十 c 一 1, 求 证 ， 


一 一 ce , e—ab 3 
atbc 5 二 ca c 十 26 で 2・ 





























RD a いい 26 
【证 明 1) 注 意 到 。 寺 pc 一 a 十 5 5 于 一 1 
2 
の ーー の "GToGT め 
从 而 原 不 等 式 等 价 于 
é 9 
CEFDGTJTTTDOGT 厅 二 TODCT 厅 和 4 
即 b+ +ble+a) +clatDEL GI Cat eta). 
即 8Cabtbet ca) SI DA. 
展开 ,整理 ,并 注意 到 a 十 b 十 c 二 1, 知 上 式 等 价 于 
ab-+bc+ca>9abe. 
而 a6 十 bc 十 ca 一 (a 十 5 十 c) (ab 十 6c 十 ca) 


一 ab 十 a 妇 十 在 c 十 bc 十 co 十 cza 十 3abc 
>6abc 二 3abc = 9abc. 








故 不 等 式 得 证 . 
Lab 2 2bc 
【证 明 2] 注 意 到 1 atbc 1 一 /一 c 十 bc ユー の (ーー の 
从 而 原 不 等 式 等 价 于 
2bc 2ca 2ab 3 
ロー の わ ー の 「 ロー の ロー の 「 で ロー の ロー の ぞ タ ・ 


化 简 , 有 4(ab 十 bc 十 ca 一 3abc) 三 3(ab 十 pc 十 ca 十 1 一 a 一 5 一 < 一 apc). 
即 证 ab+bc +ca>9abc, 敬二 ナ + エ + エ >9. 


由 算术 一 调和 平均 不 等 式 立 得 证 明 . 
【证 明 3j 注 意 到 a 十 bc 二 a(a 十 b 二 人) 十 bc 二 (a 二 +b)(a 二 o), 则 
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原 不 等 式 等 价 于 
G+ Tab Hac ELTG Ia+D eta). 
(abeca? tab tac — cec—be? +2abc) 
23 abea? ab tac + et be +2abc) 


SD(a ジ b+at)>6abc, 
这 由 AM 一 GM 不 等 式 知 显然 成 立 . 
4 求 所 有 函数 /:N >N. 使 得 対 任意 自然 数 ヵ 和 素 数 ヵ , 均 有 
(7⑦))2 wmod /(p)). 
[ 解 ) 取 为 任 一 素数 p, 则 
p=0(mod f(p)), 

故 户 被 太 户 整除 ,从 而 f(p) 一 1 或 p. 

设 S={plp 为 素数 且 /(p) 二 p). 

则 对 每 个 nEN" 和 pE€E S, 由 Fermat 小 定理 ,有 

n= (fm )? = fn) (mod の の 1( げ の ) 一 め 。 

若 S 为 无 限 集 ,由 于 此 式 对 无 穷 多 个 p 成 立 , 故 /(n) 一 n. 最 然 7 ヵ ) ニ ヵ 是 一 个 解 . 

若 5 为 空 集 , 即 所 有 f(p) 一 1, 题 给 条 件 对 任意 7( ヵ ) 均 成立 . 故 当 ヵ 非 素数 時 ( ヵ ) 
可 为 任意 值 . 

若 S 为 非 空 有 限 集 , 设 a 是 S 的 最 大 元 , 则 对 每 个 素数 9 二 a,/(q) 一 g 二 1 一 g 应 当 被 
a 整除 , 即 g 三 1(mod a). 

若 a>2(a 为 奇 素数 ), 令 Q 是 所 有 不 大 于 a 的 奇 素数 之 积 , 则 Q 十 2 是 奇数 且 与 Q 
互 素 , 它 的 所 有 素 因子 均 大 于 a, 从 而 均 三 1(mod a). 因此 Q 十 2 三 1(mod a). 矛盾. 

故 只 能 S={2}. 其 他 f(p) 二 1, 当 非 素 数 时 f(n) 可 为 与 同 奇 偶 的 任意 值 . 

内 此 满足 本 题 条 件 的 f 有 且 只 有 三 种 : 

(Df/(mW=nnEN' ); 


ヵ 素数 
A ， 为 非 素数 ， 
2。 n=2, 
we 1. z 为 奇 素数 ， 
与 同 奇偶 的 任意 值 ，， 为 非 素数 . 


5 国际 象棋 棋盘 上 “车 "的 自 避 行走 是 指 “ 车 ”这样 行走 的 一 条 踪迹 路 径 : 从 一 个 方 
格 出 发 穿 过 两 个 方 格 之 间 的 公共 边界 (不 能 斜 着 走 ) 进 入 另 一 个 方 格 ,但 走 过 的 方 格 不 能 
再 走 . 即 “车 ”的 路 径 是 不 自 交 的 . 令 RCm,n) 表 示 mXn 的 棋盘 (m 行 ,n 列 ) 上 自 避 行走 的 
“车 "从 左下 角 走 到 左上 角 的 路 径 的 数目 . 
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例 如 :R(z,1) 三 1,R(2,2) 三 2,R(3.2) 一 4,R(3,3) 三 11. 求 出 (3, ヵ ) 的 表 送 式 (用 ヵ 
表示 ). 
【 解 1} 令 一 一 RC3,m) ,显然 六 一 1,m 一 4, 用 (i,7) 表 示 方 格 的 坐标 ,问题 变 为 从 (1,1) 
到 (3,1) 的 种 数 . 
若 ">>3, 有 以 下 6 种 情况 : 
(1) 路 线 为 :(1,1)-> (2,1) 一 (3,1); 
(2) 避 开 (2,1) :任何 一 种 这 样 的 走 法 开始 都 要 经 过 (1,1) 一 (1,2) ,最终 经 过 (3,2) 一 
(3,1), 有 mm-, 种 走 法 ; 
(3) 开 始 时 :(1,1) 一 (2,1) 一 (2,2) ,不 再 回 到 第 一 行 ,这 样 的 走 法 在 (2,k) (2<k<n) 
处 进入 第 三 行 .然后 一 直 向 右 走 到 (3,1), 有 ”一 1 种 走 法 ; 
(4) 路 线 :开始 时 (1,1) 一 (2,1) 一 … 一 (2,k) 习 (1,k) 一 (1,k 十 1) ,结束 时 为 (3,& 十 1) 
>(3,) 一 (3 一 1) 一 … 一 (3,2) 一 (3,1)(2<A<n 一 1), 有 mm-: 十 mm-: 十 … 十 m 种 走 法 ， 
(5) 按 (3) 中 的 水 平反 射 图 像 行走 ,开始 为 (1,1)->(1,2) 一 …, 直 到 最 后 一 步 再 进入 
第 三 行 ,有 n 一 1 种 走 法 ; 
(6) 按 (4) 中 的 水 平反 射 图 像 行走 ,有 7。: 十 r,; 十 … 十 7 种 走 法 . 
因此 7 =1 十 rs 十 2(2 十 m1) 王 11, 对 于 nn 之 3， 
r=] 二 ri 十 2[ Cn 一 1]) 十 rz 十 r,s 十 … 十 m1] 
=2n 一 1+r, i 十 2(7,z 十 rs 十 … 十 m1)， 
roti 二 2n 十 1 十 rs 十 2Croi 十 Tas 十 十 1 ， 





因此 : rai r=2 tr rs 
之 mt 一 2 十 2r 十 ri 
所 以 ， rs+i 十 1 一 2(r 十 1) 十 (十 1). 
1 Pg: 
| 。 キ 1 ニー ニー(1 十 2 の)" サーーー(1ー ツ 2 の 1 
天 2V2 2V2 


1 1 
ュー ニー ニ =(1 十 2 サキ ーーー(1 一 2 サー1. 
ONS 
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第 41 届 加 拿 大 数学 奥林匹克 (2009) 


1 给 定 nXn 方 格 表 , 其 中 每 个 方 格 被 染 成 黑色 或 白色 的 . 若菜 个 黑 格 的 同一 行 左 
边 有 白色 方 格 , 且 同一 列 上 边 有 白色 方 格 , 则 称 这 个 黑 格 为 “ 坏 方 格 ”"( 如 六 | 
图 ,为 一 个 不 含有 “ 坏 方 格 ”的 4X5 方 格 表 ). 求 不 含 “ 坏 方 格 " 的 2Xn 方 
格 表 的 数目 的 表达 式 . 

【 解 1} 由 题 意 ,第 一 行 肯定 不 含有 “ 坏 方 格 ”, 下 考虑 第 二 行 . 

设 第 二 行 的 前 个 方 格 均 为 黑色 ,第 十 1 个 为 白色 (kn 一 1) ,此 时 6 
第 一 行 对 应 的 前 & 十 1 个 方 格 , 每 个 均 有 2 种 选择 ,前 二 1 列 共有 2! 种 。 ”要 图 
可能 . 

而 后 面 的 4 一 k 一 1 列 中 ,上 下 两 个 方 格 的 组 合 不 能 为 上 白 下 黑 , 故 每 一 列 有 3 种 选 
择 ; 上 黑 下 白 .上 黑 下 黑 或 上 白 下 和 白 , 从 而 有 3"“-! 种 选择 . 

当 k=n 时 ,也 即 第 二 行 均 为 黑色 方 格 时 ,第 一 行 可 任意 选取 , 共 2" 种 可 能 . 


ol 


综 上 ， プー >) 20 ・37 は 填 2" 


4 








=3"。 3 (3) +2=2 9"—2". 
〖 解 2j 记 不 含 “ 坏 方 格 ” 的 2X ヵ 方 格 表 的 数目 为 fn), 易 得 
f(D)=2=4,f(2)=2:—2=14. 
下 面 通过 对 最 右 一 列 不 同情 形 的 讨论 来 确定 不 含 “ 坏 方 格 ” 的 2X (n 十 1) 方 格 表 的 
数 目 : 3 
(1)2X(n 十 1) 方 格 表 的 最 后 一 列 , 上 下 均 为 白 格 , 此 类 适合 条 件 的 方 格 表 的 数目 即 
为 がめ) 
(2)2X (nm 十 1) 方 格 表 的 最 后 一 列 , 上 下 均 为 黑 格 ,此 类 适合 条 件 的 方 格 表 的 数目 也 
为 (の; 
(3)2X(n 十 1) 方 格 表 的 最 后 一 列 , 上 为 黑 格 ,下 为 白 格 ,此 类 适合 条 件 的 方 格 表 的 数 
目 也 为 Fa 
(4)2X(n 十 1) 方 格 表 的 最 后 一 列 , 上 为 白 格 , 下 为 黑 格 ,此 时 ,要 不 存在 “ 坏 方 格 ”, 必 
须 下 方 所 有 方 格 均 为 黑色 , 共 2" 种 情形 . 
综 上 ， flnt1)=3f(n)+2". 
从 而 ,Fn 一 1) 王 3 一 2) 十 2 一 一 27(n 一 1D) 一 6 一 2) 十 2 
用 f(m)=3f(n 一 1) 十 2"! 减 去 上 式 , 并 整理 得 
f=5f(n—1)—6f(n—2). 
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解 对 应 的 特征 方程 デー5 ェ ー6、 得 特 征 根 zx 一 2 或 3, 从 而 
fm=A. 3"+B. 2". 

利用 初始 条 件 /(1) 二 4,f(2) ==14, 解 得 A=2,B= 一 1. 

从 而 f(m)==2。3" 一 2". 

【 解 3】 同 解 2 得 到 f(n 十 1) 二 3f(n) 十 2". 


两 边 同 除 以 3… ,并 记 a, 一 点 中 ,得 


2 on! 


从 而 , 黑 加 可 得 a = す ・(( き ) 


et 
3 











从 而 Fa) 一 2。3" 一 2". 


2 ， 用 纸板 裁剪 出 两 个 半径 不 同 的 圆 , 每 个 圆 再 分 成 200 个 相等 的 扇形 , 且 将 每 个 圆 
的 100 个 扇形 涂 成 白色 , 另 100 个 扇形 涂 成 黑色 . 将 小 圆 释放 在 大 圆 的 上 面 ,使 得 它们 的 
圆心 重合 . 

求证 :总 可 以 旋转 小 圆 , 使 得 这 两 个 圆 的 扇形 上 下 对 齐 , 且 小 圆 至 少 有 100 个 扇形 位 
于 大 圆 的 同色 扇形 上 . 

【 解 1] 在 每 个 白色 的 扇 区 上 标 上 数字 一 1, 在 每 个 黑色 的 出 区 上 标 上 数字 1, 定 义 两 
个 对 齐 扇 区 的 “相对 值 " 为 这 两 个 扇 区 上 数字 的 乘积 , 则 当 两 个 对 齐 的 扇 区 同色 时 值 为 1， 
异 色 时 值 为 一 1, 问 题 即 转化 为 : 

存在 一 个 对 应 方式 ,使 得 各 对 齐 扇 区 的 “相对 值 " 的 和 三 0. 

现任 意 给 出 两 个 圆 的 一 种 对 齐 方式 , 记 此 时 各 对 齐 扇 区 的 “相对 值 " 的 和 为 ww ,然后 
将 小 圆 顺 次 逆 时 针 旋 转 1 格 ,将 每 次 对 应 的 “相对 值 "的 和 分 别 记 为 a, (i 二 2,3,…,200)， 
设 大 圆 上 各 扇形 标记 数字 为 xi(i 一 1,2,…,200), 小 圆 上 各 扇形 标记 数字 为 w(i 一 1,2， 
… っ 200) , 则 


200 200 


> ai 一 > zy ye キト yc) 
(2 (2 


‘= Pa 
从 而 必 存 在 一 个 a, 宇 0, 命 题 得 证 . 
【 解 2 假设 结论 不 成 立 , 则 在 任意 位 置 ,同色 的 扇形 数目 均 少 于 100 个 . 
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先 将 小 圆 绕 圆心 旋转 ,每 次 转动 一 格 , 共 转动 199 次 ,这 样 小 圆 共 到 达 200 个 不 同 的 
位 置 , 由 假设 ,这 个 200 人 位置 中 同色 扇形 的 数 目 怠 和 < ご 100X200 王 20000 个 . 
考查 小 圆 上 的 任意 白色 扇形 ,因为 旋转 了 一 周 , 故 它 同 大 圆 上 任 一 白色 扇形 均 对 齐 
过 ,也 即 小 圆 上 任 一 白色 扇形 对 总 的 同色 扇形 数目 的 贡献 为 100, 同 样 的 ,小 圆 上 的 每 个 
黑色 扇形 对 总 的 同色 鹿 形 的 数目 的 贡献 也 为 100, 从 而 总 的 同色 扇形 数目 为 
100X100 十 100X100 一 20000. 
这 导致 矛盾 ,表明 我 们 的 反 设 不 成 立 , 故 命题 得 证 . 


_Czy 十 3z 十 zz)(z 十 ?十 加 
3 定义 fz の GT の T+ * 


其 中 z,?,z 为 正 实数 , 求 /(z,y,z) 的 值 域 . 
[ 解 ]/(z,y,<) 的 值 域 为 (1, 吕 ] ,注意 到 


fe ) = (zy+yz+zr) (z+ y+z) 
ON (z+y) (y+z) (z+z) 


yz 
ltt yt Tr) 


。 ze 1 1 
只 需 说 明 0 そごう O キ の (< キッ 8 加 取 (0, | 内 的 所 有償 
注意 到 z,y,z 为 正 实 数 ,左边 不 等 式 显 然 成 立 . 又 





zyz a 
(Fy) (+ DT 8 


rytrizty rity trtey—6ry>0 
人 ら zC ア キ デ )ー2xyz- 上 (デジ) 一 2rys 十 sC ア 十 ア )ー2zyz 有 0 
人 ェ (ター キッ (テーs)* 十 ( テ ーッ)* 0, 
最 后 一 式 显 然 成 立 , 当 且 仅 当 z=y=z 时 取 等 号 . 
2 テッ を A 
下記 の G+ の の 「「 取 (0, | 内 的 任意 人 
テッ を 


二 ニー =y  - = ,从 而 当 z=1 = 
人 ッ ー*ー1 則 gy ニ ー キ の O キ の (< 二 2 キッ 人 面 当 ェ ー1 时 ,&(7) 


去, 且 工 趋向 于 0 时 ,5(z) 趋 向 于 0, 由 g(z) 在 (0,1] 上 的 连续 性 知 ,zz 可 取 (0, 井 ] 内 
的 任意 值 . 
【评注 】 值 域 的 前 半 部 分 还 可 用 基本 不 等 式 解决 ; 


(zy? 十 yz 十 zZ)( 六 十 ?十 z) 


ZD ニー キッ の ⑦ 二 の (< 二 る) 


2 
1 すごす GT の Ge キ や 
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ye 本 0 0 
SI 
4 求 所 有 的 有 序 整数 组 (a,5) ,使 得 3* 十 7* 为 完全 平方 数 . 
【 解 ] 显 然 ,a,b 均 为 非 负 整数 . 设 3* 十 "= が (x ヵ 为 正 整数 ) ,首先 两 边 mod 4, 得 
ゲー3 十 72 三 ( 一 1)* 十 (一 1)*Cmod 4). 
注意 到 到 天 2(mod 4), 则 a, 必 为 一 奇 一 偶 . 下 分 别 讨论 : 
情形 1:a 为 奇数 ,为 偶数 , 设 6= 2c, 则 
3 一 到 一 7 一 (nm 十 7 )(m 一 7). 
注意 到 "十 7 一 (一 7 ) 一 2。7 不 为 3 的 倍数 , 则 ”十 7 和 ?一 7 不 可 能 均 为 3 的 倍 
数 , 故 必 有 一 7 一 1, 从 而 3 一 2。7' 十 1. 
车 c=0, 则 a=1, 从 而 (a,5)=(1,0) 为 一 组 解 . 
车 c 宇 1, 则 3" 二 1(mod 7), 易 知 使 得 3" 二 1(mod 7) 的 最 小 正 整数 < 一 6, 从 而 满足 上 
式 的 a 均 为 6 的 倍数 ,这 与 a 为 奇数 矛盾 . 
情形 2:a 为 偶数 ,5 为 奇数 , 设 4 二 2c, 则 
7 一 到 一 3 一 (十 3 )(m 一 37). 
注意 到 "十 3 一 (一 3 ) 一 2。3' 不 为 7 的 倍数 , 则 十 3 和 nn 一 3° 不 可 能 均 为 7 的 倍 
数 , 故 必 有 nm 一 3 一 1, 从 而 7 一 2，3' 十 1. 
若 c=1, 则 4=1, 从 而 (ae,b) 一 (2,1) 为 一 组 解 . 
车 c>1, 则 7 二 1(mod 9). 而 使 得 7 全 1(mod 9) 的 最 小 正 整数 0 一 3, 从 而 满足 上 式 
的 5 均 为 3 的 倍数 , 设 6 一 3d ,注意 到 d 为 大 于 等 于 1 的 奇数 ,并 记 y 一 7 , 则 一 1 一 2 
3 ,从 而 
2 .3 一 (? 一 D)( 交 十 ?十 1). 
注意 到 交 十 ?十 1 为 奇数 , 则 
3 一 1 一 2 。3", 交 十 ?十 1 一 3* 
其 中 wv 为 正 整数 , 且 v 之 2. 又 由 
3y=(y +y+D—(y—1):, 
知 913y, 从 而 3|>, 这 与 3|y 一 1 矛盾. 
综 上 知 ,(a,b) 一 (1,0) 或 (2,1). 


5 已 知 一 个 给 定 的 平面 点 集 9 中 ,任意 三 点 都 可 被 一 个 半径 为 1 的 圆 覆盖 .求证 :这 
个 点 集 能 被 一 个 半径 为 1 的 圆 覆 盖 . 





@ 这 里 的 平面 点 集 应 为 有 限 集 . 
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【证 明 ) 设 D 是 能 覆盖 点 集中 所 有 点 的 半径 最 小 的 圆 . 下 考虑 点 集中 落 在 圆周 上 
的 点 . 

注意 到 , 若 点 集中 的 点 均 在 一 段 劣 弧 上 , 则 可 将 圆 朝 这 些 点 移动 一 些 , 并 将 半径 变 得 
更 小 一 些 , 仍 能 保证 覆盖 点 集 . 但 这 与 D 的 半径 最 小 性 矛盾 , 故 点 集中 的 点 不 可 能 都 在 劣 
弧 上 . 

若 点 集中 两 点 恰 为 圆 D 的 一 条 直径 的 两 端点 , 则 D 是 能 覆盖 这 两 点 的 最 小 圆 ,从 而 
半径 至 多 为 1. 

车 点 集中 有 三 个 点 不 在 同一 段 劣 弧 , 则 D 是 最 小 能 覆盖 这 三 个 点 的 圆 , 且 半 径 至 多 
为 1. 

若 点 集中 有 3 个 以 上 的 点 不 在 同一 段 劣 弧 上 , 则 可 去 掉 其 中 一 个 ,使 得 剩 下 的 点 都 
不 在 劣 弧 上 ,最 后 回归 到 有 3 个 点 的 情形 . 

事实 上 ,对 D 上 的 4 个 或 更 多 的 点 , 任 取 半圆 上 的 3 个 点 , 则 中 间 的 一 个 点 可 以 
去 掉 . 


106 加 拿 大 数学 奥林匹克 题解 





三 .附录 部 分 


附录 1 第 1 一 21 届 加 拿 大 数学 奥林匹克 试题 (1969- 一 1989) 


第 一 届 (1969 年 ) 


1 证 明 :如 果 锡 一介 一 分 并 且 Pi、P、P。 不 全 为 零 , 那 么 对 每 个 正 阁 数 


Pya’ 
Phi” 





2 已 知 数 c 大 于 1, 求 证 两 数 vec 二 1 一 we 一 Vc 一 1 的 一 个 总 是 大 于 另 一 个 . 


3 设 c 是 直角 三 角形 斜 边 的 长 , 男 两 边 的 长 是 a 和 ,求证 :e 十 osV2c, 等 式 什么 时 
候 成 立 ? 


4 设 ABC 是 等 边 三 角形 ,已 是 三 角形 内 任意 点 . 作 三 角形 三 边 的 垂 线 PD、PE、 


PF,D.E.F 是 徘 足 , 试 证 不 管 P 在 哪里 ,总 有 和 十 一 司 - 


5 设 ABC 是 边 长 为 a.b、c 的 三 角形 , 角 C 的 平分 线 交 AB 于 DD. 求证 CD 的 长 


2abeos 和 


g 十 の “ 


6 求 1・1! 十 2.。2! 二 3 .3! 十 …+( 一 11) 一 1)! 十 n。n!l 的 和 ,这 里 2 
一 nm(2 一 1)(n 一 2)…2。1. 
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7 求证 方程 只 十 三 一 8c 一 6 无 整数 解 . 


8 设 了 是 具有 下 列 性 质 的 函数 ， 
1)7( ヵ ) 対 毎 企 正 整数 ヵ 有 定 叉 : 
(2)f(n) 是 整数 ; 

(3)/(2)=2; 

(fm 一 fm)，f(n) 对 一 切 m 和 nn; 
(5) 1) 之 Fn , 当 四 > 时 . 

试 证 :ff(n) 二 n. 


9 证 明 半 径 为 1 的 圆 内 接 四 边 形 最 短 边 不 大 于 V2. 
10 设 ABC 是 等 腰 直 角 三 角形 , 它 的 腰 长 是 1,P 是 斜 边 A 有 B 上 一 点 , 申 P 到 其 他 两 


边 的 垂 线 足 是 Q 和 尺 , 考 虑 三 角形 APQ 和 PBR 的 面积 ,以 及 矩形 QCRP 的 面积 ,证 明 
无 论 P 怎样 选取 ,这 三 个 面积 中 最 大 的 至 少 是 2/9. 
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第 二 届 (1970 年 ) 


1 求 所 有 三 数组 (x,y,z) ,使 得 其 中 任何 一 数 加 上 其 他 两 数 的 积 ,结果 都 是 2. 


2 已 知 人 ABC 有 钝 角 A 和 高 线 长 h 及 ,如 图 所 示 , 证 明 a る 
6 二井 求 在 何時 等 号 成立 . KS 
3 已 知 一 组 球 ,每 个 球 染 成 红色 或 蓝 色 ,每 色 至 少 有 -个 すっ a 


球 ,每 个 球 重 1 磅 或 2 磅 ,每 种 重量 至 少 有 一 个 球 , 证 明 有 两 个 球 具 有 不 同 的 重量 和 不 同 
的 颜色 . 


4 (1) 求 一 切 正 整数 , 它 的 首位 码 是 6, 去 掉 这 个 6, 所 成 整数 是 原 整 数 的 志 - 


(2) 证 明 没有 这 样 的 整数 ,去 掉 它 的 第 一 个 数码 6 所 得 结果 是 原 整数 的 而 . 


5 一 个 四 边 形 在 边 长 为 1 的 正方 形 各 边 上 各 有 一 点 ,证 明 四 边 形 的 边 长 a.b、c.d 満 
足 不 等 式 2<e? 十 ど 十 @ 十 4. 


6 已 知 三 个 不 共 线 的 点 A、B.C, 以 C 为 中 心 作 贺 ,使 得 由 A 和 B 到 圆 的 切线 是 平 
行 的 . 


7 证 明 : 由 不 必 相 异 的 五 个 整数 一 定 可 选取 其 中 三 个 整数 ,其 和 能 被 3 整除 


8 考虑 一 端 在 直线 y 二 x 上 , 另 一 端 在 直线 y=2x 上 ,而 其 长 为 4 的 一 切 直线 段 , 求 
这 些 线段 中 点 轨迹 的 方程 . 


9 设 f(n) 是 数列 
0,1,1,2,2,3,3,4,4,5,5,6,6， 
前 ヵ 項 的 和 . 
(1) 给 出 f(n) 的 公式 ， 
(2) 证 明 f(s 十 四 一 f(s 一 四 ==st, 其 中 s 和 4 是 正 整数 ,并 且 ニム 
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10 已 知 有 整 系数 a, ,a;,…,a, 的 多項式 


fa)=F +az 十 azz 十 … 十 as-iz 十 ao 


又 已 知 存在 四 个 不 同 的 整数 の ,cg, 使 得 
f(a)= f(b)= f= fd)=5, 
证 明 :没有 整数 ,使 得 /(k) 一 8. 
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第 三 届 (1971 年 ) 


1 设 DEB 是 圆 的 弦 ,DE 一 3,EB 一 5. 又 O 是 圆心 ,连结 OE 且 延 长 
交 贺 于 C( 如 图 ). 已 知 EC 一 1. 求 圆 的 半径 . 





2 设 + 和 y 是 正 实数 , 且 z++y 一 1 证 明 ; (1 十) (1 すす ) ラ 9. 


3 设 ABCD 是 四 边 形 ,AD=BC. 如 果 ~ADC> 一 BCD, 证 明 AC>BD. 
4 确定 一 切实 数 使 两 个 多 项 式 z: 十 az 十 1 和 x? 十 x 十 a 至 少 有 一 个 公共 根 . 


5 設 P(z) ニ ga ダキ ez 十 十 az+a, 其 中 系数 w 是 整数 . 如果 PC(0) 和 P(1) 
都 是 奇数 ,证 明 :P(z) 没 有 整数 根 . 


6 证 明 : 对 一 切 整数 ， 于 二 22 十 12 不 是 121 的 倍数 . 


7 设 n 是 五 位 数 (第 一 位 数码 不 是 零 ),m 是 由 mn 取消 它 的 中 间 一 位 数码 后 所 成 的 
四 位 数 . 试 确定 一 切 使 得 n/m 是 整数 . 


8 正 五 边 形 内 接 于 半径 为 的 圆 ,P 是 五 边 形 内 任意 点 ,由 P 作 冬 线 到 各 边 或 其 延 
长 线 上 . 

(1) 证 明 这 些 垂 线 长 是 常数 ， 

(2) 用 半径 r 表示 这 个 常数 . 


9 长 h 和 k 的 两 根 旗杆 又 在 水 平面 上 ,相隔 2a 单位 , 求 平面 上 对 杆 项 仰角 相等 的 
一 切 点 的 集合 . 


10 ”假定 个 人 各 恰好 知道 一 个 消息 ,而 所 有 个 消息 都 不 相同 . 每 次 “A” 打 电话 给 
*B”,“A” 都 把 所 知道 的 一 切 告诉 "B”, 而 *B” 却 不 告诉 *A" 什 么 消息 .为 了 使 各 人 都 知道 
一 切 消息 , 求 所 有 需要 两 人 之 间 通 话 的 最 少 次 数 . 证 明 你 的 答案 是 正确 的 . 


附录 1 第 1 一 21 届 加 拿 大 数学 奥林匹克 试题 (1969 一 1989) 111 





第 四 届 (1972 年 ) 


1 给 定 三 个 单位 圆 ,两 两 相 切 , 求 切 于 所 有 这 三 个 圆 的 半径 . 


2 设 avaz,…'e, 是 非 负 实数 ,定义 M 为 一 切 乘积 aa (i 一 )) 的 和 , 即 
M=a: (az 十 as 十 … 十 an) 十 as(as 十 as tt a ) + Ta lian 


自明 数 au waz ,as 至 少 有 一 个 的 平方 不 超过 2 


3 (1) 证 明 10201 在 大 于 2 的 任何 进位 制 记 数 法 中 都 是 合 数 . 
2) 证明 10101 在 任何 进位 制 记 数 法 中 都 是 合 数 . 


4 叙述 四 边 形 ABCD 的 作法 ,已 知 : 
(1) 所 有 四 边 的 长 ; 

(2)AB 与 CD 平行 

(3)BC 与 DA 不 相交 . 


5 证明 方程 己 十 11 一 y? 没有 正 整 数 解 . 


6 设 a 和 6b 是 相 异 的 实数 . 证明 存 在 整数 m 和 n 使 得 
am+bn<0,bmtan>0. 


7 (在 下 面 三 问题 中 不 用 数 表 、 计 算 器 等 等 作为 “辅助 ”.) 

(1) 证 明 满足 x 一 (zx? 十 1)/198 的 x 的 債 在 1/198 和 197. 99494949… 之 间 ， 
(2) 用 (1) 的 结果 证 明 VZ< 一 1. 41421356， 

(3)V2 一 1.41421356 ,对 吗 ? 


8 在 某 次 竞选 运动 中 ,各 个 政党 共 作出 户 种 不 同 的 诺言 ( 户 一 0) , 某 些 政党 可 以 作出 
相同 的 诺言 ,任何 两 党 都 至 少 有 一 种 公共 诺言 ,但 没有 两 党 作出 全 部 相同 的 诺言 . 证 明 : 
政党 的 个 数 不 多 于 2 . 
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9 在 平面 内 已 知 四 条 不 同 的 直线 4 ,ls ,43,4 ;4 和 Ls 分 别 平行 于 ls 和 4, 求 到 四 直 
线 距离 的 和 是 常数 的 动 点 轨迹 . 


10 在 公 比 大 于 1 的 等 比 数列 中 ,最 多 有 几 项 是 在 100 和 1000 之 间 的 整数 ? 
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第 五 届 (1973 年 ) 


z< 工 ， 
1 DR 4 
z<0. 
(2) 同时 满足 两 个 不 等 式 4z 十 13<0 和 zx? 十 3z>16 的 最 大 整数 是 什么 ? 
(3) 给 出 在 11/24 和 6/13 之 间 的 有 理 数 . 
(4) 把 100000 表示 为 两 个 整数 的 乘积 ,使 其 中 没有 一 个 是 10 的 倍数 . 


(5) 不 用 对 数 表 ,计算 56 十 35。 


2 ， 求 满足 方程 1z 十 3| 一 |z 一 1|=z 十 1 的 一 切实 数 . 

3 证 明 :; 若 p 和 十 2 都 是 大 于 3 的 素数 ,那么 6 是 ヵ 十 1 的 因数 . 

4 下 图 表示 有 九 个 顶点 的 凸 多 边 形 . 已 经 画 出 的 六 条 对 角 2 
线 分 制 多 边 形 为 七 个 三 角形 : P。PiP。, PoPsPs, P。P。P,。 の 
P,P Ps ,P' P,P ,PsP,P, ,P,PsP,. P, 

有 多 少 方法 可 以 把 这 些 三 角形 命名 为 信 ; , 入; ,… ,入 ; ,使 得 
P; 是 三 角形 A, 的 一 个 顶点 ,i 一 1,2,3,4,5,6,7? 证 明 你 的 か 
答案 . 






5 对 每 个 正 整数 1, 设 h(n) 一 1 十 去 十 证 十 … 十 十. 例如 (1) 一 1,hC2) 一 1 十 去 ， 
(3) 二 1 十 二 十 喜 , 对 n>25 证 明 :wn 十 hCD 十 C2) 十 二 h(n 一 1) 二 ah). 


6 若 A 和 B 是 已 知 贺 上 的 定点 ,与 圆心 O 不 共 线 ,XY 是 变动 直径 , 求 P 通 过 A 、X 
的 直线 和 通过 B、Y 的 直线 的 交点 的 轨迹 . 





EErrriiWE 
由 这 些 例子 的 启发 ,叙述 一 般 规律 ,并 加 以 证 明 . 对 任何 大 于 1 的 整数 正明 存在 
正 整数 i 和 j ,使 得 
1 1 1 1 1 





ュー iTD GTDGT5「 GT の GT5 GD 
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第 六 届 (1974 年 ) 


A 部 
1 (1) 如 果 (サテ ) っ 0+) ,求证 ， 
ym 


(2) 对 一 切 正 整数 ,证明 
一 2 十 一 竺 十 十 (一 "Cn 一 1 十 ( 一 1 二 (一 1)"11(1 十 2 十 … 十 )。 


2 设 ABCD 是 矩形 ,BC=34B, 证 明 :如 果 P、Q 大 BC 边 上 的 点 ,BP 一 PQ=QC， 
那么 DBCT+ 人 DPC= 人 DQC. 
B 部 


3 设 f(z)=ac 二 mzrt+azr ?十 … 十 anr" 是 多 项 式 ,系数 满足 条 件 :0<<a, 志 as ,i 二 1， 
2 sn. 设 本 ,6;,6b:，… ,bo, 是 多 项 式 
(7(z) 7 三 (2。 十 gg テオ gz +ar" =b thrthr th rt 二 br 


的 系 数 . 証明) 


4 设 ” 是 固定 的 正 整数 ,对 于 满足 0 和 1,i 二 1,2,…,n 的 任何 个 实数 ,对 应 着 
和 式 


| ュー ァ | ニュ ネー 寺 l ョ ーー… 二 ューz ェ ーー ェ | 十 | > 一 = 





十 | zz 一 | 二 … 十 | zz 一 テ | 十 ュー ティ | 二 二 | ze 
一 ze | 十 | res 一 z | 十 | ze 一 z |. 


设 Sc» 表示 和 式 的 最 大 可 能 值 . 求 So - 


5 已 知 直径 为 AB 的 圆 和 圆 上 另 一 点 X. 设 如 .Le 和 tx 分 别 是 
这 个 圆 在 A、B、X 的 切线 . 设 Z 是 直线 AX 与 ta 交点 ,Y 是 直线 4 
与 BX 的 交点 .证 明 : 三 直线 YZ .ix、AB 共 点 或 平行 . 
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6 8 分 和 15 分 的 邮票 可 以 无 限制 地 取 用 . 某 些 邮资 额 数 ,例如 7 分 、29 分 ,不 能 够 
刚好 次 成 , 求 不 能 凌 成 的 最 大 额 数 n, 即 大 于 的 额 数 都 能 够 凑 成 (证 明 你 的 答案 )， 


7 汽车 路 线 由 周 长 10 英里 的 环 路 和 从 总 站 到 环 路 上 Q 点 长 1 英里 ,2 
的 直线 组 成 (如 图 ) ,两 部 汽车 在 路 上 服务 ,每 部 周游 需要 20 分 ,1 号 车 离开 
总 站 , 沿 着 直路 走 , 按 顺 时 针 方 向 绕 环 路 一 次 . 又 沿 直线 回 到 总 站 .2 号 车 到 x 
达 总 站 比 1 号 车 迟 10 分 , 走 同样 的 路 线 , 但 按 反 时 针 方 向 绕 行 环 路 . 两 部 
车 连续 行驶 ,在 路 上 的 任何 地 点 都 不 耽搁 ,只 有 让 乘客 上 、 下 车 的 时 间 可 以 总 站 
忽略 . 

一 个 人 打算 在 地 点 P 候车 ,那里 沿 1 号 车 路 线 离开 总 站 x 英里 (0 テー12)、 要 搭 生 
到 总 站 去 . 假定 他 搭 上 使 他 尽早 达到 目的 地 的 汽车 ,他 的 旅行 所 需 的 最 长 的 时 间 为 W(z) 
《候车 时 间 加 乘 车 时 间 ). 

求 WC2) 、W(4. 

对 于 工 的 什么 值 ,时 间 W(x) 最 长 ? 

対 0 守 z ご 12 画 出 y 二 W(xz) 的 草图 . 
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第 七 届 (1975 年 ) 


1・2・4 十 2・4・8 二 … 二 a・2・ 47 人 
1 化 科す 9 二 2・6・18 す … エ a・3a・9g)・ 





2 数列 ai ,az ,as ,… 满 足 
Da= FDa 二 a 二 二 a 二 ra n>). 
确定 a, 的 值 (n 宇 1). 


3 ”对 每 个 实数 r,[r] 表 示 小 于 或 等 于 7 的 最 大 整数 ,例如 [6]=6,[x]=3,[ 一 1. 5] 
二 一 2, 在 (z,y) 平 面 上 指示 满足 Lz 了 了 十 [> 了 一 4 的 一 切 点 (z,y)， 


4 对 于 像 3. 27 这 样 的 正 数 ,3 叫做 这 个 数 的 整数 部 分 ,27 叫做 小 数 部 分 , 求 一 个 正 
数 它 的 小 数 部 分 . 它 的 整数 部 分 和 这 个 数 本 身 是 等 比 数列 的 连续 三 项 ， 


5 A,B,C,D 是 圆周 上 “相继 的 "四 点 ,P,Q,R,S 分 别 是 弧 4AB,BC,CD,DA 的 中 
点 ,证 明 PR1QS. 


6 (1)15 个 席位 同等 地 围绕 着 圆桌 安排 , 席 上 有 15 个 客人 的 名 片 ,客人 们 没有 注意 
这 些 名 片 ,直到 他 们 坐 下 来 , 才 发 觉 没有 一 个 人 坐 在 自己 的 名 片 前 面 . 证 明 可 以 转动 圆桌 
使 得 至 少 有 两 个 客人 同时 对 号 人 座 . 

《2) 举 出 一 种 人 席 顺 序 的 例子 ,使 这 15 个 人 中 恰好 有 一 个 客人 对 号 人 座 , 而 转动 圆 
桌 并 不 能 使 更 多 的 客人 对 上 号 . 


7 如果 存在 正 数 p 使 得 对 一 切 x 都 有 /f(z 十 p) 二 f(zr) ,那么 f(x) 就 是 周期 函数 . 
例如 ,sinz 是 周期 为 2x 的 周期 函数 . 问 sin(x? ) 是 周期 函数 吗 ? 


8 设 k 是 正 整数 , 求 一 切 多 项 式 
P(x)=aotarrt tar", 
其 中 a 是 实数 ,满足 等 式 PCP(z)) 一 LPCz) 了 . 
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第 八 届 (1976 年 ) 


1 给 定 成 等 比 数 列 的 四 个 硅 码 和 一 架 等 璧 天平 ,说 明 怎 样 只 用 这 天 平 两 次 就 找 出 
最 重 的 硅 码 . 


2 对 各 个 正 整数 之 1, 假 设 
n(nt+ Dar 一 na 一 1)as 一 (2 一 2)a 


已 知 a =1,a 2, 求 


a A 
ul a Qa gs 


3 ”两 个 七 年 级 学 生 被 允许 参加 八 年 级 学 生 所 组 成 的 象棋 比赛 ,每 个 选手 都 同 其 他 
每 个 选手 比赛 一 次 , 胜 就 得 一 分 ,和 就 得 半分 , 输 就 得 零 分 . 两 个 七 年 级 学 生 共 得 了 8 分, 
每 个 八 年 级 学 生 都 和 他 的 同年 级 同学 得 到 同样 分 数 . 问 有 几 个 八 年 级 的 学 生 参 加 象棋 比 
赛 ? 答案 是 唯一 的 吗 ? 


4 设 AB 是 加 的 直径 ,C 是 这 个 直径 上 A 和 8 之 间 的 任 一 固定 点 ,Q 是 国 周 上 的 变 
动 点 , 设 是 由 Q 和 C 所 确定 的 直线 上 的 点 , 且 全 S 一 RS ,描述 并 证 明 P 点 的 轨迹 . 
5 证明, 一 个 正 整 数 是 至 少 两 个 连续 正 整数 的 和 ,必须 而 且 只 须 它 不 是 2 的 衆 押 


6 如 果 A、B、C.D 是 空间 中 四 点 , 且 人 ABC= 人 BCD== 人 CDA 二 人 DAB=x/2. 证 
明 A、B、C、 り 共 面 . 


7 设 P(z,y) 是 两 个 变量 z,y 的 多 项 式 , 对 各 个 zx,y, 有 P(x,y) 二 P(y,zT)( 例 如 多 
項 式 <* 一 2z ッ エッ 就 满足 这 个 条 件 ). 
已 知 (z 一 y) 是 P(r,y) 的 因子 ,证 明 (x 一 y)? 是 P(z,y) 的 因子 


8 连结 圆周 上 9 个 不 同 点 的 36 条 直线 染 成 红色 或 蓝 色 ,假定 由 9 点 中 每 3 点 所 确 
定 的 三 角形 都 至 少 含有 一 条 红色 边 . 证 明 有 四 点 ,其 中 每 两 点 的 连 线 都 是 红色 的 . 
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第 九 届 (1977 年 ) 


1 如果 了 f(z) 二 =z 十 x, 证 明 方程 4f/(a) 一 f(b) 没 有 正 整 数 a 和 2 的 解 . 


2 设 O 是 圆心 ,A 是 圆 内 不 同 于 O 〇 的 固定 点 ,确定 圆周 上 所 有 的 点 已 使 人 OPA 
极 大 . 


3 NN 是 整数 , 它 的 进 制 表示 是 777. 求 最 小 的 正 整 数 5, 使 得 N 是 整数 的 四 次 方 . 


4 設 多項式 p(7)=asr" 十 a 17 十 "十 qizr 十 ao 和 q(x) 二 bx" 十 bx”! 十 
+b,z 十 bo 是 两 个 整 系数 多 项 式 . 假定 PCz)。9(z) 的 系数 均 为 偶数 ,但 是 它们 不 完全 被 4 
整除 .证 明 が >) 和 9(z) 之 一 有 全 部 偶 系 数 , 另 一 至 少 有 一 个 奇 系 数 . 


5 已 知 正 圆锥 的 底面 半径 是 1cm, 斜 高 3cm. P 是 底面 圆周 上 一 点 ， 
由 尸 绕 过 圆锥 回 到 忆 的 最 短路 线 如 图 所 示 ,由 顶点 V 到 这 条 路 线 的 最 小 
距离 是 什么 ? 


3cm 


6 设 0 一 pr 一 1, 且 定义 < 


1 
Le 
a ta te 


pot 三 一 十 on 之 1. 


1 
和 
对 的 一 切 值 1.2.3.…。 延 明王 1. 


7 和 拢 形 城市 恰好 有 闷 段 长 和 ) 段 宽 ( 见 图 ) ,一 个 妇女 住 在 城市 的 西南 角 ,工作 在 东 
北角 ,她 每 天 步行 去 工作 ,但 是 在 任何 给 定 的 行程 上 ,她 确信 她 的 路 线 不 包 任何 交叉 点 两 
次 ,证 明 她 所 能 采取 的 路 线 数 目 (mm 満足 (m2. 











FE 
































m 段 
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第 十 届 (1978 年 ) 


1 设 ” 是 整数 ,如 果 普 的 十 位 数 字 是 7, 那 色 的 个 位 数字 是 什么 ? 


2 求 満足 方 程 24: 一 3 及 的 一 切 正 整数 对 a、b. 


3 确定 最 大 的 实数 = ,使 得 


xz 十 y 十 < 一 5，zy 十 yz 十 xz 一 3， 


并 且 r,y 也 是 实数 . 


4 凸 四辺 形 ABCD 的 边 AD 和 BC 延长 相交 于 巨 , 设 刀 和 G 是 BD 和 AC 的 中 点 . 
求人 EHG 的 面积 对 四 边 形 ABCD 面积 的 比 . 


5 两 个 女孩 Eve 和 Odette 在 3X3 棋盘 上 用 黑 棋 子 和 白 棋子 对 局 ,规则 如 下 : 

(a) 她 们 轮流 下 子 ,每 次 将 一 个 棋子 放 到 空格 上 . 

(b) 每 次 ,她 们 可 以 下 白 子 , 也 可 以 下 黑子 , 且 不 必要 总 是 同色 . 

(c) 当 棋盘 填 满 的 时 候 , 某 一 行 、 列 或 对 角 线 有 偶数 个 黑 棋 子 , Eve 就 得 到 1 分 ,而 某 
一 行列 或 对 角 线 有 奇数 个 黑 棋子 ,Odette 就 得 到 1 分 . 

(d) 棋 手 至 少 得 到 8 分 中 的 5 分 才能 算 胜 . 

(i )4 一 4 和 局 是 否 可 能 ? 说 明之 . 

(ii ) 叙 述 先 下 的 女孩 的 取胜 策 咯 . 


6 作出 让 十 zy 十 y 一 3 的 图 象 . 
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第 十 一 届 (1979 年 ) 


1 己 知 2 テ 0, 且 a,Al,A,,b 成 等 差 数列 ,a,G,,G,,b 成 等 比 数列 .求证 :AlA， 
三 G,G:. 


2 求证 :四 面体 各 二 面 角 之 和 不 是 常量 . 


3 已 知 a,b,c,qd,e 为 整数 , 且 1 二 a<b<c<d<e. 求 证 : 


1 15 
0] N16: 





1 1 和 
a 6, + [ealt ra 
其 中 [m,nJ 表 示 m 和 nn 的 最小 公 倍数 . 


4 在 一 块 圆 形 场地 上 狗 追 兔子 . 兔子 沿 圆周 跑 动 , 开 始 时 狗 处 在 圆心 , 它 以 与 兔子 
相同 的 速度 奔跑 ,并 且 每 个 时 刻 都 处 在 兔子 与 圆心 的 连 线段 上 . 求证 ,兔子 跑 过 四 分 之 一 
圆周 时 被 狗 追 到 . 


5 在 坐标 平面 上 每 步 沿 东 , 南 , 西 , 北 四 个 方向 之 一 走 过 距 离 1. 不 经 过 同一 点 两 次 
的 路 线 称 为 自 避 路 线 . 设 从 原点 出 发 的 wn 步 自 避 路 线条 数 为 /(n)、 
试 求 f(1) ,f(2),f(3),/(4) ,并 证 明 对 一 切 n, 有 
2 が そめ 所 4・3 し 
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第 十 二 届 (1980 年 ) 


1 设 a6796 是 一 个 十 进 制 的 五 位 数 ,可 被 72 除 尽 , 试 决定 a 与 6b 的 值 . 


2 从 1 到 50 各 数 分 别 打印 在 各 张 卡片 上 ,这 些 卡片 搅乱 ,然后 字面 向 上 排 成 5 行 ， 
每 行 10 张 , 重 排 每 行 的 卡片 ,使 它们 从 左 到 右 的 数目 增 大 . 然后 重 排 每 列 的 卡片 ,使 它们 
从 上 到 下 的 数目 增 大 ,在 最 后 的 排列 中 ,各 行 卡片 是 否 从 左 到 右 的 数 仍 增 大 ? 


3 有 定 角 A 和 定 半径 ~ 的 内 切 圆 的 一 切 三 角形 中 , 试 决定 哪 一 个 三 角形 有 最 小 的 
周 长 . 


4 抛掷 一 个 硬币 ,每 次 正面 出 现 得 1 分 ,反面 出 现 得 2 分 . 试 证 恰好 得 到 分 的 概率 
1 1 
是 §[1+ (3) | 


5 平行 六 面体 有 这 样 的 性 质 :平行 任何 一 定 面 已 的 所 有 横 截 面 都 有 和 下 有 相同 的 
周 长 . 试 确定 是 否 有 其 他 多 面体 有 这 个 性 质 . 
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第 十 三 届 (1981 年 ) 


1 对 任意 的 实数 ,用 [已 表示 小 于 或 等 于 1 的 最 大 整数 . 例如 [8] = 8,[x]=3， 
5 5 
ee 试 证 :方程 


[zji+[2z]+[4z]+[8zj+[1l6r]+[32x]=12345 


2 给 定 半径 为 r 的 贺 上 定点 P 的 切线 1, 由 此 圆 上 动 点 R 引 RQ 垂直 于 !, 交 :于 Q. 
试 确定 面积 最 大 的 人 PQR. 


3 (1) 在 平面 P 上 给 定 一 有 限 的 直线 集 , 试 证 :在 已 内 存在 任意 大 的 圆 与 这 些 直线 
都 不 相交 . 

2) 证明: 在 P 内 存在 一 无 限 可 列 的 直线 集 ,使 P 内 任 一 圆 至 少 与 此 集 内 一 直线 相交 
(点 不 认为 是 圆 ). 


4 P(z) 和 Q(z) 为 两 个 多 项 式 ,它们 对 于 一 切实 数 z, 均 满足 恒等式 P(Q(z)) 
圭 Q(P( て ))- 


车 方程 P(z) 一 Q(z) 无 实数 解 , 试 证 方程 PLP(z)) 一 Q(Q(z)) 亦 无 实数 解 . 


5 十 一 个 剧团 参加 汇演 . 每 天 都 排 定 其 中 的 某 些 剧团 演出 ,其 余 的 剧团 则 跻 于 普通 
观众 之 列 . 在 汇演 结束 时 ,每 个 剧团 除了 自己 的 演出 日 外 ,至 少 观看 过 每 个 其 他 剧团 的 一 
次 表演 . 问 这 样 的 汇演 至 少 要 安排 几 天 ? 
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第 十 四 届 (1982 年 ) 


1 图 中 OB, プ A.Airi, 其 中 i=1,2,3,4(As 一 A1) 
证 明 :BiB,B,B, 的 面积 为 AA。4。4。 的 面积 的 二 售 . 


2 若 方 程 一 zx? 一 x 一 1=0 的 根 为 a,b,c. 

(1) 证 明 a,b,c 互 不 相同 ; 
人 

52) 证 明 一 5 一 5—< c=a 





整数 . 





3 FR" 为 n 维 欧 几 里 得 空间 ,如 果 R" 中 的 一 个 点 集 使 R" 中 每 一 点 至 少 与 这 集中 一 
个 点 的 距离 为 无 理 数 , 试 求 这 个 点 集中 的 最 小 个 数 g(m). 


4 P 为 集合 5, 二 {1,2,3,…,n} 的 一 个 排列 ,一 个 元 素 jE S, ,如 果 满足 を 二 j, 则 
称 为 已 的 一 个 不 动 点 , 令 三 为 5, 的 无 不 动 点 的 排列 个 数 ,g。 为 恰好 有 一 个 不 动 点 的 排 
列 个 数 . 

证 明 :|/, 一 g,1=1. 


5 将 四 面体 ABCD 的 高 分 别 向 外 延长 至 A',B',C',D', 且 AA'= 直 ,BB'= 直 ,CC 


一 站,DD' = 站, 其 中 为 常数 ,h, 表示 ABCD 的 自 点 A 引出 的 高 ,等 等 
证 明 四 面体 A'B'C'D’ 的 重心 与 四 面体 ABCD 的 重心 重合 . 
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第 十 五 届 (1983 年 ) 


1 求 满足 w! 一 z! 十 y! 十 z! 的 所 有 正 整数 wz、y、z. 
2 ”对 每 个 实数 7, 设 T, 是 平面 上 变 点 (z,y) 为 点 (2z ,r2z 十 2"y) 的 变换 . 设 下 是 所 
有 这 样 变换 的 集合 , 即 
F={T,|r 是 实数 }. 
求 所 有 曲线 y= 二 f(x) ,它们 的 图 象 在 下 中 各 个 变换 下 保持 不 变 . 
3 三 角形 的 面积 由 它 的 边 长 确定 . 四 面体 的 体积 是 否 由 其 各 面 的 面积 确定 ? 
4 证明 :对 每 个 素数 p, 有 无 穷 多 正 整数 n 使 得 p 整除 2" 一 n. 


5 ま 人 不正 数 ai ,az,…，*as 的 几何 平均 (CGM) 定 义 为 它们 的 乘积 的 人 次 方 根 . 例如 ,3， 
4,8 的 GM 是 6. 证 明 :n 个 正 数 的 集合 S 的 GM 等 于 S 所 有 非 空子 集 的 诸 GM 的 GM. 
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第 十 六 届 (1984 年 ) 


1 证 明 1984 个 连续 正 整数 的 平方 和 不 是 一 个 整数 的 平方 . 


2 阿 丽 丝 和 鲍 勃 来 到 一 家 五 金 店 . 店 里 出 售 带 色 穗 带 ,可 以 把 它们 系 在 钥匙 上 ,将 
不 同 的 钥匙 区 别 开 . 下 面 是 他 们 二 人 的 一 段 对 话 : 

阿 丽 丝 :你 打算 买 一 些 彩 色 穗 带 系 在 你 的 钥匙 上 吗 ? 

鲍 勃 :我 很 想 这 样 做 ,但 穗 带 只 有 7 种 不 同 的 颜色 ,而 我 却 有 8 把 钥匙 . 

阿 丽 丝 : 这 没有 关系 ,因为 即使 有 两 把 钥匙 都 系 上 红色 穗 带 , 但 你 只 要 注意 它们 是 与 
系 绿色 穗 带 的 钥匙 相 邻 , 还 是 与 系 蓝 色 穗 带 的 钥匙 相 邻 ,就 可 以 把 它们 区 分 开 . 

鲍 勃 :你 当然 知道 我 的 全 部 钥匙 都 套 在 一 个 钥匙 圈 上 ,而 钥匙 圈 是 可 以 翻 来 翻 去 , 转 
来 转 去 的 ,所 以 在 说 到 “ 相 邻 或 者 “前 面 有 三 把 ”一 类 话 时 一 定 要 注意 . 

阿 丽 丝 :即使 是 这 样 ,你 也 不 需要 8 种 颜色 的 穗 带 . 

试问 :为 了 区 分 二 把 套 在 同一 个 钥匙 圈 上 的 钥匙 ,至 少 需要 多 少 种 颜色 的 穗 带 ? 





3 一 个 整数 称 为 可 被 其 数字 和 整除 . 如 果 :(1) 它 的 数字 都 不 为 0;(2) 它 可 以 被 它 的 
数字 和 整除 (例如 322 可 被 其 数字 和 整除 ). 证 明 ; 有 无 限 多 个 可 被 数字 和 整除 的 整数 . 

4 一 个 锐角 三 角形 面积 为 1, 证 明 在 三 角形 内 有 一 点 到 每 个 顶点 的 距离 至 少 
ぁ 人 9)・ 
5 任 给 7 个 实数 ,证 明 其 中 有 两 个 数 , 设 为 x,y, 满 足 


一 1 
0 ミエ と <. 
ey 
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第 十 七 届 (1985 年 ) 


1 一 个 三 角形 三 边 之 长 为 6,8,10, 求 证 :仅仅 存在 一 条 直线 同时 平分 这 个 三 角形 的 
面积 和 周 长 . 


2 求证 :不 存在 这 样 的 整数 ,把 它 的 首位 数字 移 到 末 位 之 后 ,得 到 的 数 是 原 数 的 
两 倍 . 


3 给 定 的 圆周 长 为 C. 用 z 与 y 分 别 表示 此 圆 的 外 切 正 1985 边 形 的 周 长 与 内 接 正 
1985 边 形 的 周 长 , 试 证 明 :z 十 y 之 2C. 


4 求证 :2" ' 整 除 n1, 当 且 仅 当 存在 某 个 正 整数 上 ,使 得 "一 2 ， 


5 设 1<z 一 2, 对 于 一 1,2,3，…, 定 义 


tz 


求 正 : 対 季之 3, 有 |z, 一 2|<2 つ ™. 
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第 十 八 届 (1986 年 ) 


1 如 图 ,AB=CD=1, 人 ABC=90", 人 人 CBD==30°, 求 AC. 4 


で 
1 1 


2 有 一 种 体育 竞赛 共 含 M 个 项 目 , 有 运动 员 A、B、C 参加 ,在 が 
每 一 项 目 中 ,第 一 .二 ,三 名 分 别 得 p, ,ps ,ps 分 ,其 中 p, ,ps,p; 妨 正 整数 , 且 カー あ ンジ 
か ・ 最 后 4 得 22 分 与 C 均 得 9 分 ,B 在 百 米 赛 中 取得 第 一 , 求 M 的 值 ,并 问 在 跳高 中 
谁 得 第 二 名 ? 


3 定 长 的 弦 ST 在 一 个 以 AB 为 直径 的 半圆 周 上 滑动 . M 是 ST 的 中 点 ,P 是 S 对 
AB 的 作 垂 銭 的 垂 足 . 
求证 :不 管 ST 滑 到 什么 位 置 ,全 SMP 是 一 定 角 . 











4 对 于 正 整 数 与 A， 定义 Fn,k) = つの 
求证 :F(n,1) 可 以 整除 FCn,k). 


5 设 wr yuz yn,… 是 一 个 整数 列 , 适 合 逆 推 关 系 


设 uw 一 39,u 一 45. 求 证 :1986 可 整除 这 个 数列 的 无 穷 多 项 . 
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第 十 九 届 (1987 年 ) 


1 求 出 〆Z 填 デーz! 的 所 有 解 . 这 里 a,b,n 为 正 整数 ,并 且 满 足 a<b,n<=14. 


2 设 1987 可 以 在 4 进 制 中 写 出 三 位 数 zyz 且 z 十 ?十 zx 一 1 十 9 十 8 十 7, 试 确定 出 所 有 
可能 的 zx,y,z= 及 ら . 


3 ABCD 为 平行 四 边 形 ,E 在 线段 BC 内 部 . 如果 人 DEC, 人 BED 及 人 BAD 都 是 等 
腰 三 角形 ,求人 DAB 可 能 取 哪 些 值 . 


4 在 一 块 平地 上 有 nn 个 人 ,对 每 个 人 ,他 到 其 他 人 的 距离 均 不 相同 . 每 人 都 有 一 把 
水 枪 , 当 发 出 失火 信号 时 ,每 人 用 枪击 中 距 他 最 近 的 人 . 

当 n 为 奇数 时 ,证 明 至 少 有 一 人 身上 是 干 的 . 当 ” 为 偶数 时 ,这 个 结论 是 否 永远 
正确 . 


5 对 每 一 个 正 整 数 ,证 明 
[Vn 十 ソ Vn 十 1]=[ ソ 4n 十 1]=[ ソ 4n 十 2]=[ Vint3]. 
这 里 [z] 表 示 不 超过 z 的 最大 整数 . 
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第 二 十 届 (1988 年 ) 


1 对 怎样 的 数值 5, 方程 1988x* 十 gz 十 8891 三 0 及 8891z* 十 gz 十 1988 三 0 有 一 个 公 
共 的 根 . 


2 一 个 房屋 的 地 基 旦 三 角形 状 ,这 三 角形 的 周 长 为 p 米 ,面积 为 A 平方 米 ,花园 由 
距离 地 基 的 边界 5 米 之 内 的 土地 形成 . 
问 房屋 连同 花园 共 占 地 多 少 ? 


3 设 5S 为 平面 上 的 一 个 有 限 点 集 ( 含 点 数 宇 5) ,其 中 的 若干 点 涂 上 红色 ,其 余 的 点 
涂 上 蓝 色 . 设 任何 三 个 及 三 个 以 上 的 同色 的 点 不 共 线 . 

求证 :存在 一 个 三 角形 ,使 得 

(1) 它 的 三 个 顶点 涂 有 相同 的 颜色 

(2) 这 三 角形 至 少 有 一 条 边 上 不 包含 另 一 种 颜色 的 点 . 





4 设 冲 一 0,zi 一 1, 且 zf 一 4zs 一 zolyyo 一 1 一 2, 且 ymi 王 4y。ー ア ーー ュ ・ 
求证 :对 一 切 整数 "这 0, 有 y4 一 3z5 十 1. 


5 设 S={ai,as,…'a:} 是 整数 的 一 个 集合 ,其 中 *>1. 对 于 S 的 非 空子 集 A ,定义 
p(A) 为 A 中 的 一 切 整数 的 乘积 . 设 (S) 表示 p(A) 的 算术 平均 数 ,这 里 A 过 S 的 一 切 
非 空子 集 . 

车 m(S) 一 13, 且 有 一 正 整 数 使 得 (SU {ar)) 一 49, 试 确定 alyaz，…a, 及 
a 的 値 . 
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第 二 十 一 届 (1989 年 ) 


1 整数 1,2,…,n 的 排列 满足 :每 个 数 或 者 大 于 它 之 前 的 所 有 数 ,或 者 小 于 它 之 前 
的 所 有数 . 试问 有 多 少 个 这 样 的 排列 ? 


2 人 ABC 是 面积 等 于 1 的 直角 三 角形 . A', B',C' 分 别 是 A,B,C 关于 各 自 对 边 的 
反射 点 .求人 A'B'C'’ 的 面积 . 


3 定义 fas} 站 1 如 下 :a 二 1989””, 且 a,《n 之 1) 等 于 a,-! 的 各 位 数字 之 和 . as 等 于 
多 少 ? 


4 有 五 只 猴子 和 五 个 梯子 . 每 个 梯子 的 顶端 各 放 一 根 香 长 . 梯子 之 间 有 若干 绳子 相 
连 ,每 条 绳子 连接 两 个 梯子 的 两 级 , 任 一 梯子 的 同一 级 上 没有 两 条 绳子 接 人 . 开始 时 五 只 
猴子 分 别 位 于 不 同 梯子 的 底 端 ,它们 沿 梯子 上 让 ,每 遇 到 绳子 都 沿 之 息 到 另 一 端 ,然后 继 
续 上 让 . 

求证 :无 论 有 多 少 绳子 ,最 后 每 只 猴子 都 各 拿 到 一 根 香花 . 


5 已 给 数 1,2,2?,…,2"!. 对 于 它们 的 任 一 排列 o 二 (x ,x2，… ,zx,) ,定义 Si Co) 一 
DS:(0)= Zi + Z20 S83 (0 = zi zz S.C) = zz 十 … 十 z。. 并 令 QC の =S Co) 


・Sr( の …S( の 。 天 求 对 加 .和 式 取 筷 所 有 的 排列 ). 


附录 2 加拿大 代表 队 在 历届 IMO 中 成 绩 一 览 





附录 2 加拿大 代表 队 在 历届 IMO 中 成 绩 一 览 


第 22 届 IMO(1981 年 ) 
领队 :Geoffrey Butler (University of Alberta) 
副 领 队 :Edward Barbeau (University of Toronto) 


团体 总 分 第 7 名 

题 1 题 2 题 3 题 4 题 5 题 6 总 分 名 次 奖 别 
David Ash 7 7 7 7 7 7 42 1 金牌 
Georges Gonthier 7 7 7 7 7 7 42 1 金牌 
Charles S. Timar 7 6 5 6 6 7 37 50 银牌 
John Chew 7 7 2 6 6 7 35 65 银牌 
Julian West 1 2 5 7 7 7 29 90 铜牌 
Arthur Baragar 0 7 0 5 6 7 25 104 
David Bernier 0 2 7 7 0 7 23 113 
John Bowman 1 2 0 3 3 7 16 136 


第 23 届 IMO(1982 年 ) 
领队 :Geoffrey Butler (University of Alberta) 
副 领 队 :Edward Barbeau (University of Toronto) 


团体 总 分 第 17 名 

题 1 题 2 题 3 题 4 题 5 题 6 总 分 名 次 奖 别 
Charles S. Timar 7 0 3 6 7 6 29 31 铜牌 
Alastair Rucklidge 4 1 2 7 7 2 23 49 铜牌 
Todd Cardno 3 0 2 0 7 2 14 81 


Edward D. Hatton 7 0 2 3 0 0 12 89 
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第 24 届 IMO1983 年 
领队 ,Edward Barbeau (University of Toronto) 
副 领 队 :Geoffrey Butler (University of Alberta) 


团体 总 分 第 14 名 
题 1 题 2 题 3 题 4 题 5 题 6 总 分 

Martin Piotte 1 6 4 7 0 7 25 
Michael Clase 3 2 7 7 0 3 22 
Neale Ginsburg 7 。 2 。 2 7 0 0 18 
William Rucklidge 1 7 0 7 2 0 17 
Mike Molloy 3 0 4 3 0 4 1 
Bruce Sutherland 1 2 。 0 0 3 0 6 


第 25 届 IMO984 年 ) 

领队 :(University of Victoria) 

副 领 队 :;Edward Barbeau (University of Toronto) 
团体 总 分 第 20 名 


題 1 题 2 题 3 题 4 题 5 願 6 总 分 
Martin Piotte 7 7 0 7 0 0 21 
Mike Molloy 7 2 1 0 6 0 16 
Mike Bradley 5 0 0 7 3 0 15 
Vo Minh Tue 3 1 0 7 3 1 15 
Frank DIppolito 5 5 0 2 0 0 12 
Lily Yen 3 0 0 1 0 0 4 


第 26 届 IMO1985 年 ) 

领队 :Ronald Scoins (University of Waterloo) 

副 领队 :Thomas Griffiths (A. B. Lucas Secondary School) 
团体 总 分 第 12 名 


名 次 奖 别 
37 ”铜牌 
52 ”铜牌 
73 ”铜牌 
78 铜牌 
94 


131 


名 次 奖 别 
69 ”铜牌 
99 
104 
104 
118 
160 
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Minh Tue Vo 
Eric Veach 
Martin Piotte 
Frank Dtppolito 
Moses Klein 


Giuseppe Russo 


第 27 届 IMOC1986 年 ) 


题 1 题 2 題 3 题 4 题 5 题 6 总 分 名 次 奖 别 


7 
7 
7 


7 
7 
7 
7 


1 
1 
0 


2 
4 
1 
1 


领队 :Ronald ScoinsCUniversity of Waterloo) 


副 领 队 :Ronald Dunkley(University of Waterloo) 


团体 总 分 第 16 名 


Ravi Vakil 
Steven Siu 
Giuseppe Russo 
Rocky Lee 
Bryan Feir 


Alexandru Romosan 


第 28 届 IMO(1987 年 ) 


领队 ,Bruce Shawyer(Memorial University of Newfoundland) 
副 领 队 :Ronald Scoins(University of Waterloo) 


团体 总 分 第 16 名 


Ravi Vakil 


Colin Springer 


题 1 
7 


题 1 題 2 题 3 题 4 题 5 题 6 总 分 


7 
Pd 


題 2 題 3 题 4 题 5 题 6 总 分 名 次 


4 
7 
5 
0 


a 


MA 
7 


0 
1 
1 


7 
5 


7 
1 


3 
4 


7 
5 


7 
0 
2 


6 
6 
2 


7 


4 
1 
1 


5 
7 
0 


7 


28 
20 


32 


42 
33 


27 
54 
65 


22 
40 
94 
121 
121 
189 


银牌 
铜牌 
铜牌 
铀 牌 
铜牌 


奖 别 
银牌 
银牌 
铜牌 


名 次 奖 别 


1 


金牌 
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Rocky Lee 4 7 0 1 6 1 19 113 铜牌 
Stephen Fry 1 6 0 7 3 0 17 121 
Gavin MacBeath 0 7 0 3 7 0 17 121 
David Lee 2 7 1 0 1 0 11 151 


第 29 届 IMO1988 年 ) 

领队 :Bruce Shawyer(Memorial University of Newfoundland) 
副 领 队 :Ronald Scoins(University of Waterloo) 

团体 总 分 第 10 名 


題 1 题 2 题 3 题 4 题 5 题 6 总 分 名 次 奖 别 


Ravi Vakil 7 ri 7 7 5 7 40 8 ”金牌 
Patrick Surry 7 3 1 7 7 0 25 52 银牌 
Colin Springer 7 7 1 6 1 0 22 66 铜牌 
David McKinnon 1 6 1 0 7 0 15 113 钢 牌 
Gurraj Sangha 4 0 0 0 7 0 11 150 荣誉 奖 
Philip Jong 4 0 1 0 5 11 150 


第 30 届 IMO989 年 ) 

领队 :Richard Nowakowski (Dalhousie University) 
副 领队 :Georg Gunther (Sir Wilfred Grenfell College) 
团体 总 分 第 19 名 


题 1 題 2 题 3 题 4 题 5 题 6 总 分 名 次 奖 别 
Philip Jong A 


Jeffrey Higham 7 5 0 7 7 0 26 98 铜牌 
Hugh Thomas 3 3 2 7 7 0 22 114 铜牌 
Ian Goldberg 7 0 0 1 7 6 21 122 铜牌 
Andrew Chow 7 3 0 1 0 0 11 190 荣誉 奖 
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James Law 0 0 0 1 7 0 8 209 荣誉 奖 


第 31 届 IMO(1990 年 7 

领队 :Richard Nowakowski Dalhousie University) 
副 领队 :Georg Gunther (Sir Wilfred Grenfell College) 
团体 总 分 第 11 名 


题 1 题 2 题 3 题 4 题 5 题 6 总 分 名 次 奖 别 


Danny Brown 3 7 7227 7 1 32 29 银牌 
Ian Goldberg 7 3 2 7 7 3 29 37 银牌 
Jeffrey Grossman 7 2 の の 7 3 28 44 银牌 
Etsuko Amano 7 1 1 1 6 4 20 96 铜牌 
Andrew Chow 7 1 2 1 3 1 15 156 荣誉 奖 
Hugh Thomas 0 3 1 0 7 4 15 156 荣誉 奖 


第 32 届 IMOG1991 年 7 
领队 :Georg Gunther (Sir Wilfred Grenfell College〉 
副 领队 :Ravi Vakil (University of Toronto) 


团体 总 分 第 14 名 

題 1 題 2 题 3 题 4 题 5 题 6 总 分 名 次 奖 别 
Ian Goldberg 7 7 4 7 7 7 39 18 金牌 
Jeffrey Grossman 7 7 5 7 7 3 36 39 银牌 
Adam Logan 7 7 5 7 5 1 32 61 银牌 
Peter Milley 7A 2 6 7 0 0 22 126 ”铜牌 


Mark van Raamsdonk 7 2 3 5 4 0 21 133 铜牌 
Ka-Ping Yee 3 2 0 7 2 0 14 186 荣誉 奖 


第 33 届 IMO(1992 年 ) 
领队 :Georg Gunther (Sir Wilfred Grenfell College) 
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副 领队 :Ravi Vakil (University of Toronto) 


团体 总 分 第 22 名 

题 1 题 2 题 3 题 4 题 5 题 6 总 分 名 次 奖 别 
Jeffrey Grossman 7 7 7 7 3 5 36 9 金牌 
Naoki Sato 7 2 0 7 0 5 21 93 钢 牌 
Alexander Nicholson 6 4 3 1 0 2 16 125 铀 牌 
Kevin Kwan 7 4 0 2 0 2 15 133 铜牌 
Eric Lai 0 2 0 7 0 2 11 180 荣誉 奖 
Kevin Cheung 0 2 0 4 0 0 6 238 


第 34 届 IMO(1993 年 ) 
领队 :Georg Gunther (Sir Wilfred Grenfell College) 
副 领队 :Ravi Vakil (University of Toronto) 


团体 总 分 第 18 名 

題 1 题 2 题 3 题 4 题 5 题 6 总 分 名 次 奖 别 
Ka-Ping Yee 7 7 0 6 7 7 34 12 金牌 
Naoki Sato 6 7 0 3 4 2 22 73 铜牌 
Edward Leung 6 4 0 2 4 3 19 102 铜牌 
Alex Lee 0 5 0 2 6 5 18 11 铜牌 
Kevin Purbhoo 0 7 0 2 7 0 16 133 铜牌 
Peter Dukes 0 0 1 1 1 1 4 311 


第 35 届 IMO1994 年 ) 

领队 :Richard Nowakowski て Dalhousie University) 
副 领队 :Ravi Vakil て University of Toronto) 
团体 总 分 第 24 名 
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题 1 题 2 题 3 题 4 题 5 题 6 总 分 名 次 奖 别 
Edward Leung 7 7 7 7 7 5 40 28， 人 金牌 
Kevin Purbhoo 7 7 7 2 6 0 29 95 铜牌 
Robert Bridson 4 7 6 1 6 0 24 132 铜牌 
Alyssa Ker 7 7 2 2 2 0 20 176 铜牌 
Cyrus Hsia Chen 2 7 1 2 2 3 17 205' 荣 誉 奖 
Christopher an Hendrie 1 3 6 1 1 1 13 254. 
第 36 届 IMOC1995 年 ) 
领队 :Richard Nowakowski CDalhousie University) 
副 领队 ;Georg Gunther (Sir Wilfred Grenfell College) 
团体 总 分 第 19 名 
题 1 題 2 题 3 题 4 题 5 题 6 总 分 名 次 奖 别 
Cyrus Hsia Chen 7 7 7 7 7 0 35 36 银牌 
Frédéric Latour 7 0 6 7 5 6 31 73 .银牌 
Byung-Kyu Chun 7 0 5 6 7 0 25 137， 铜牌 
Donny Cheung 7 0 4 7 7 0 25 137 铜牌 
Alyssa Ker 3 0 2 7 7 0 19 193 铜牌 
Lawrence Tang 7 0 4 a 0 0 18 202 荣誉 奖 


第 37 届 IMO1996 年 ) 
领队 :J.P. Grossman CUniversity of Toronto) 
副 领队 :Ravi Vakil Harvard University) 


团体 总 分 第 16 名 ， 
题 1 题 2 题 3 题 4 题 5 题 6 总 分 名 次 奖 别 

Derek Kisman 7 0 7 1 0 7 22 71 银牌 

Soroosh Yazdani i 1 ュー 2 7 1 7 22 71 根 有 
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Richard Hoshino 6 0 2 7 0 7 22 71 银牌 
Byung-Kyu Chun 5 7 2 3 0 1 18 111 铜牌 
Adrian Chan 2 1 3 1 0 7 14 150 铜牌 
Sabin Cautis 2 1 2 1 0 7 13 164 铜牌 


第 38 届 IMO997 年 
领队 ,Richard Nowakowski CDalhousie University) 
副 领队 :Naoki Sato (University of Toronto) 


团体 总 分 第 29 名 

题 1 题 2 题 3 题 4 题 5 题 6 总 分 名 次 奖 别 
Byung-Kyu Chun 4 1 7 6 6 5 29 70 银牌 
Adrian Chan 1 7 3 7 7 0 25 100 银牌 
Mihaela Enachescu 4 7 0 3 7 0 21 142 铜牌 
Sabin Cautis 2 0 0 7 7 0 16 200 铜牌 
Jimmy Chui 1 1 0 7 1 0 10 285 荣誉 奖 
Adrian Birka 4 0 1 0 1 0 6 356 


第 39 届 IMO(1998 年 ) 
领队 :Richard Nowakowski (Dalhousie University) 
副 领队 :Naoki Sato (University of Toronto) 


团体 总 分 第 20 名 

题 1 题 2 题 3 题 4 题 5 题 6 总 分 名 次 奖 别 
Adrian Chan 7 7 3 7 7 0 31 29 金牌 
Mihaela Enachescu 7 3 3 7 7 3 30 38 银牌 
Adrian Tang 5 0 2 1 7 0 15 183 铜牌 
Jimmy Chui 3 0 1 7 3 0 14 194 铜牌 


Yin (Jessie) Lei 2 0 1 7 3 0 13 206 荣誉 奖 
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Adrian Birka る = 和 2 5 0 0 10 242 
第 40 届 IMO(1999 年 ) 
领队 :Edward Barbeau (University of Toronto) 
副 领 队 :Arthur Baragar (University of Nevada-Las Vegas) 
团体 总 分 第 31 名 
題 1 题 2 题 3 题 4 题 5 题 6 总 分 名 次 奖 别 

David Arthur 7 1 2 7 0 1 18 109 铜牌 
David Pritchard 7 1 2 2 0 5 17 119 铜牌 
Jimmy Chui 7 2 2 0 2 16 129 铜牌 
Yin (Jessie) Lei 4。 0 1 2 1 1 9 270 
David Nicholson 4 0 2 1 0 1 8 292 
James Lee 2 6 344 
第 41 届 IMO(2000 年 
领队 :Andrew Liu (University of Alberta) 
副 领 队 ;Christopher Small (University of Waterloo) 
团体 总 分 第 17 名 

题 1 题 2 题 3 题 4 题 5 题 6 总 分 名 次 奖 别 
David Arthur 站， 
Daniel Brox 7 7 0 7 7 0 28 45 银牌 
David Pritchard 3 7 0 6 7 0 23 79 银牌 
Keon Choi 7 0 2 3 0 0 12 204 钢 牌 
Denise Cheung 7 0 0 2 0 0 9 260 荣誉 奖 
David Goodman 0 2 0 0 0 0 2 416 


第 42 届 IMO(2001 年 


领队 :Christopher Small (University of Waterloo) 
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副 领队 :Dorette Pronk (Dalhousie University) 


团体 总 分 第 24 名 

题 1 题 2 题 3 题 4 题 5 题 6 总 分 名 次 奖 别 
Daniel Brox 7 ーー 7 7 7 2 6 36 10 金 牌 
Paul Cheng 7 0 0 6 2 0 15 164 铜牌 
Nima Kamoosi 7 0 0 1 5 2 15 164 铜牌 
Liang Hong 7 0 0 2 4 0 13 199 铜牌 
Roger Mong 6 0 0 7 0 0 13 199 铜牌 
Shu Niu .| 1 1 2 0 8 277 


第 43 届 IMO(2002 年 ) 
领队 :Arthur Baragar (University of Nevada) 
副 领队 :Naoki Sato (University of Toronto) 


团体 总 分 第 12 名 

題 1 题 2 题 3 题 4 题 5 题 6 总 分 名 次 美 別 
Roger Mong 7 6 7 7 7 0 34 12 金牌 
Olena Bormashenko 7 6 0 7 6 0 26 64 银牌 
Alexander Fink 7 7 1 7 1 1 24 86 银牌 
Tianyi (David) Han 2 6 1 7 6 1 23 99 银牌 


Robert Barrington Leigh 7 0 1 7 7 0 22 113 铜牌 
Ralph Furmaniak 0 0 1 7 2 3 13 233 荣誉 奖 


第 44 届 IMO(2003 年 ) 

领队 :Andrew Liu (University of Alberta) 

副 领 队 :Richard Hoshino (Dalhousie University) 
团体 总 分 第 12 名 
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題 1 题 2 题 3 题 4 题 5 题 6 总 分 名 次 奖 别 
Olena Bormashenko 7 3 7 7 7 0 31 23 金牌 
Jacob Tsimerman 7 7 7 7 1 1 30 26 金牌 
Robert Barrington Leigh 7 3 0 7 1 0 18 107 铜牌 
Tianyi (David) Han 1 7 0 7 1 0 16 138 铜牌 
Oleg Ivrii 5 3 0 7 1 0 16 138 铜牌 
Janos Kramar 2 。 3 0 1 1 1 8 292 
第 45 届 IMOC2004 年 ) 
领队 :Christopher Small (University of Waterloo) 
副 领队 :Edward Wang (Wilfrid Laurier University) 
团体 总 分 第 21 名 
题 1 题 2 题 3 题 4 题 5 题 6 总 分 名 次 奖 别 
Jacob Tsimerman 区 ”人 
Peng Shi 6 4 3 7 2 0 22 143 铜牌 
Janos Kramér 6 6 2 7 0 1 22 143 铜牌 
Yufei Zhao 6 6 1 3 1 1 18 200 铜牌 
Oleg Ivrii 3 Ua 22 に が 41 1 15 244 荣誉 奖 
Dong Uk (David) Rhee 7 1 3 2 0 0 13 272 荣誉 奖 


第 46 届 IMO(2005 年 ) 


领队 :Felix Recio (University of Toronto) 


副 领 队 :Dorette Pronk (Dalhousie University) 


团体 总 分 第 19 名 


Yufei Zhao 


Yang (Richard) Peng 


题 1 题 2 题 3 题 4 题 5 


5 


7 


7 


7 


7 


a 


题 6 总 分 名 次 奖 别 
35 金牌 
72 银牌 


2 
0 


35 
28 
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Peng Shi 2 7 2 6 6 2 25 100 银 牌 
Elyot Jameson Lester Grant 7 7 0 1 0 5 20 139 铜牌 
Dong Uk (David) Rhee 7 2 0 7 0 2 18 156 铜牌 


Lin Fei 3 1 0 1 0 1 6 328 


第 47 届 IMOC2006 年 
领队 :Robert Morewood (Crofton House School) 
副 领队 :Naoki Sato (AoPS Incorporated) 


团体 总 分 第 15 名 

题 1 題 2 題 3 题 4 题 5 题 6 总 分 名 次 奖 别 
Farzin Barekat 7 4 6 7 0 0 24 52 银牌 
Yufei Zhao 7 7 1 7 1 0 23 60 银牌 
Viktoriya Krakovna 7 7 0 7 1 0 22 76 银牌 
Dong Uk (David) Rhee 7 4 0 7 1 1 20 109 银牌 
Peng Shi 7 4 0 7 1 0 19 117 银牌 
Yang (Richard) Peng 7 1 0 6 1 0 15 189 铜牌 


第 48 届 IMO(2007 年 ) 
领队 :Bill Sands (University of Calgary) 
副 领 了 :Adrian Tang (University of Calgary) 


团体 总 分 第 27 名 

题 1 题 2 题 3 题 4 题 5 题 6 总 分 名 次 奖 别 
Alexander Remorov 7 7 0 7 1 0 22 93 银牌 
Yan Li 5 7 0 7 1 0 20 123 铜牌 
Kent Wai Kit Huynh 7 4 0 7 1 0 19 133 铜牌 
Steven Neil Karp 7 2 0 7 1 0 17 161 铜牌 


Chengyue (Jarno) Sun 3 1 0 7 0 0 11 293 荣誉 奖 
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Jonathan Timur Schneider 3 0 0 6 0 0 9 344 
第 49 届 IMO(2008 年 ) 
领队 :Felix Recio(University of Toronto) 
副 领队 :Yufei Zhao 
团体 总 分 第 22 名 

題 1 题 2 题 3 题 4 题 5 题 6 总 分 名 次 奖 别 
Jonathan Schneider 7 7 。 0 7 7 0 28 64 银牌 
Yan Li 7 7 1 4 7 0 26 78 银牌 
Xiaolin Shi 7 5 0 了 2 0 21 148 铜牌 
Chen Sun 7 1 0 6 7 0 21 148 铜牌 
Alexander Remorov 7 5 0 7 1 0 20 159 铜牌 


Chengyue (Jarno) Sun 7 4 0 7 1 0 19 170 


铜牌 
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